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iimmiociOH
Loi llquidos han lido desde sleopre algo esencial para la super-^  
vivencia y désarroi lo de la huneuildad; baste recorder que el agua constitu- 
ye una parte importante de los componentes del cuerpo humano y de los demés 
seres vivos, sin el cual no séria posible la vida. Adenés del agua. existen 
otros liquides de gran interés en la Naturaleza. Muchos investigadores a lo 
largo de la historia han enpleado gran parte de sus vldtts en el estudio del 
estado liquide, para intentar predecir fenômenos que se produclan en la 
Naturaleza. Los primeros estudios realizados se basaron en los fenômenos 
macroscôpicos. y es solo a principles de siglo. cuando empiezan a tenerse 
en cuenta las propledades microscôpicas del sistema para intentar explicar 
las macroscôpicas. El punto de partida de estas investigaciones puede esta- 
blecerse en los trabajos de Ornstein-Zernike (OZ) [1] para la dlspersiôn de 
la luz por fluidos denses.
Como es bien sabido, los llquidos y fluidos denses se diferencian 
de los gases diluidos por la importancia de los procesos de colisiôn. ya 
que en los gases, al tener sus molèculas compléta libertad de movimientos. 
los choques son escasos como se demuestra por el hecho de que el recorrido 
medic es grande conparado con el diàmetro de las particulas con lo que el 
tiempo que transcurre en los choques es pequeno comparado con el que estân 
moviéndose libremente. De los sôlidos se diferencian por la dlstribuclôn
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regular de sus molèculas en los puntos de una red crlstalinm. orden que se 
conserva a grandes dlstanclas, mi entras que en el liquide este orden es de 
cor to alcance. La estructura del liquida esté dominada por el efecto de 
uoluman exclutdo asociado al empaquetamiento de las particulas fuertestante 
repulsivas a distancias cor tas. En el gas diluido. el orden no existe.
El mayor obstéculo para el désarroilo teérico de los liquidas es 
el hecho de que no existe un modela ideal izado coqaarable al gas perfecto o 
al sôlido armônico. anbos tretables de forma exacta. Es razonable suponer. 
por tanto. al liquida como un estado intensedio entre el gas y el sôlido. 
La dlstribuciôn de las molèculas en el seno del liquida, no va a ser per- 
fectamente ordenado coino en el cristal, sino que habrè un cierto orden 
local, lo cual es comprobable por las tècnicas de difracciôn de rayas X o 
neutrones. pero sôlo hasta distancias de 3 6 4 dlèflwtros moleculares. sien- 
do a distancias mayores donde la estructura de una parte del liquida no 
tiene efecto sobre la otra. Esta estructura. en términos de las funciones 
de distribuciôn es donde se basan la mayorla de los estudios teôricos para 
predecir las propledades de los liquidas. Aunque en ûltima Instancia las 
propledades dinàmicas pueden expresarse en términos de las de equilibria 
las diferencias en el tratamiento de ambos tipos de problèmes es muy dife- 
rente. Vamos a cenimos en el présente trabajo al estudio de propiedades 
estéticas.
Très son las vias principales de obtenciôn de las propiedades de 
los fluidos. Una es la experimental. que suministra informaciôn tanto a 
nlvel de propiedades termodinémicas (macroscôpicas) como estructurales 
(microscôpicas). estas ùltimas basadas en los datos proporcionados por la
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dlfraeclte d# rayes X y nautronss que parmi ten detemlnar el factor de 
estructura [2-4] y. en algunos casos. la funciôn de distribuciôn radial
[5].
La segunda via viene dada por las tècnicas pseudoexpertaentales 
de simulaciôn. Esta isqilica. en principio. el célculo ’exacte* de las pro- 
piedades de un sistema en base a la aplicaciôn de la mecénlca estadistica a 
un modelo deflnldo por sus fuerzas intermoleculares. Dos son las tècnicas 
de simulaciôn en este campo: simulaciôn por Monte Cérlo (NC) [6] y Dinéaica 
Molecular (DM) [7]. La primera de estas tècnicas implica habitualmente la 
generaciôn de configuraciones del sistema de forma que se asegure que éstas 
estén distribuidas en el espacio de fases proporcionalswnte al factor de 
Boltzmann. Las propiedades termodinamicas y estructurales se calculan pro- 
mediando las magnitudes apropiadas sobre todas las configuraciones genera­
des.
En el mètodo de IM. se resueIven las ecuaciones del movimiento de 
Newton del sistema de particulas interaccionantes. Las propiedades de equi- 
librio se determinan promediando en el tiempo a lo largo de un intervalo 
suficientemente grande del misa». Estas tècnicas de simulaciôn implican un 
gas to extraordinario de tiempo de célculo, pero proporcionan una informa­
ciôn muy valiosa para contrastar la validez de modèles y teorias. La segun­
da de estas tècnicas de simulaciôn. es nés patente que la primera, ya que 
es capaz de calculer propiedades dinémicas del sistema. ademés de las de 
equilibria.
Por ùltimo. la tercera via para la evaluaciôn de las propiedades
de los llquidos es la teôrica. En su foraulaciôn reciente los trabajos 
teôricos se basan fundaswntalaente en dos aproxiaaciones diferentes: ecua­
ciones intégrales y teorias de perturbaciones. La primera calcula las fun- 
ciones de correlaciôn a partir de la ecuaciôn OZ [1], mediante el uso de 
aproxiaaciones de cierre adicionales. como pueden ser la ecuaciôn de 
Percus-Yevick (PY) [8]. o la cadena hiperreticulada - hypemetted chain - 
(HMC) [9], ambas aplicadas inicialmente a fluidos con potencial de interac- 
ciôn esférico. Nés tarde han aparecido otras ecuaciones de cierre. con el 
intente de sinplificar la HMC. para estudiar sistemas no esféricos. con 
interacciones angulo-dependientes. entre las que cabe citar la LHNC [10] y 
la QHNC [11]. cadena hiperreticulada lineal y cuadràtica. respectivamente. 
Recientemente se ha formulado la teoria RHNC (Reference Hypemetted Chain) 
[12] que puede considerarse como una general izaciôn de las otras incorpo- 
rando un sistema de referencia para mejorar la relaciôn de cierre HMC. Por 
ùltimo. hay que citar la RHNC optimizada (ORHNC). en la que el sistema de 
referencia se selecciona de manera tal que optimize la energia libre [13] y 
la HNC. aplicable Inicialmente. como hemos anticipado. a sistemas esféri­
cos. que ha sido ultimamente generalizada por Fries y Patey [14] mediante 
el désarroi lo en variantes rotacionales y preparada ahora para el célculo 
de propiedades de fluidos con interacciones angulo-dependientes.
Para fluidos poliatômicos. donde las propiedades dependen también 
de la orientaciôn molecular, el célculo de la funciôn de distribuciôn par 
se hace a partir del désarroi lo de dicha funciôn, dependlente de orienta- 
clones y poslciones. en amônicos esféricos [15], o a través del célculo de 
las funciones de dlstribuclôn étomo-étos» que han dado lugar a la 
* site-site Omstein-Zemike ' (S90Z o RISI) [16]. resuelta en un primer
ito para fluidos diatôaicos duros [17] y apllcada ûltisaaents a fluidos 
con interacciones aultipolares [18].
Las teorias de perturbaciones. usadas on la presents SMsnria. 
constituyen asimismo uno de los recientes y mejores caainos para tratar la 
mecénlca estadistica de fluidos en equilibrio. En estas teorias. la energia 
potenclal de Interacciôn entre dos molèculas se express cos» la suna de un 
potencial de referencia y de una perturbaciôn. Las propiedades del sistema 
real son calculadas mediante un désarroi lo en serie en tomo al sistema de 
referencia. cuyas propiedades se suponen conocidas.
Aunque esta idea fué ya aplicada por van der Vaals en el desarro- 
1lo de su célébré ecuaciôn de estado [19]. basta las ùltimas décadas no se 
han dado avances significatives [20-23]. La principal razôn de ello ha 
sido. sin duda. la ausencia de un adecuado y bien establecido sistema de 
referencia. Superada esta dificultad. el avance en el campo de este tipo de 
teorias. ha sido grande. Estas son un ûtil instruiænto matemético para 
conseguir una soluciôn aproximada para un problema dado, mediante el uso de 
un apropiado désarroilo en serie. usualmente tipo Taylor, alrededor de una 
soluciôn conocida para un problema més simple. Es necesario que las carac- 
teristicas. sobre todo estructurales. del fluido de referencia sean razona- 
blemente simllares a las del sistema a estudiar. para poder asi tener una 
râpida convergencia. y que la soluciôn del propio sistema de referencia. 
sea conocido.
Los primeros trabajos modemos sobre estas teorias [20-23]. han 
aportado un formaiismo todavia vélido: pero la ausencia de criterios para
escoger el valor del diàmetro de las esferas duras (sistema de referencia 
natural en sistemas con simetria esférica), conducia a pobres resultados. 
Barker y Henderson [24] demostraron que estas teorias tienen gran potencia- 
lidad y una répida convergencia cuando se elige un diàmetro para las esfe­
ras duras dado por una relaciôn send 11a dependiente de la tesg»eratura.
Màs tarde. Weeks. Chandler y Andersen (WCA) [25] utilizan una 
descomposiciôn del potencial en la que el sistema de referenda no es un 
sistema duro pero cuyas propledades pueden reladonarse de una forma senci- 
11a con las de este modelo. El diàmetro de la esfera depende aqui de la 
dens idad y de la temperature, lo que mejora la convergencia pero aumenta la 
complejldad del càlculo. Los estudios efectuados por Verlet y Weis [26]. 
pusieron de manifiesto derta superioridad de la WCA sobre la BH. especial- 
mente en lo que concierne a la separadôn del potencial en una parte pura- 
mente repulsiva y otra exclusivamente atractiva.
Estas dos ùltimas teorias para fluidos simples, fueron desarro- 
1ladas simultàneamente para fluidos moleculares no polares por Tildesley 
[27] y Loffibardero y Abascal (BH-BH) [28.29]. basadas ambas en funciones de 
distribuciôn àtomo-àtomo. que se calculan por la teoria RISN (Reference 
Interaction Site Model) [16.30]. Los buenos resultados que predicen ambas 
teorias indican que la superioridad de la WCA sobre la BH es cuestionable 
en sistemas moleculares. Por ello parece interesante investigar màs en 
profundidad la teoria BH. ya que es màs simple de tratar en el càlculo. La 
primera parte de nuestro trabajo estarà dedicado al estudio de la validez 
de las aproximaclones de la teoria BH en sistemas de molèculas lineales. 
Para ello ha sido necesario reformular la teoria de Lombardero y Abascal
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[28,29] para podar aplicar una teoria del tipo BH pero en la que el.sitteaa 
de referencia se define de acuerdo con criterios MCA [25.27] de descoaposi- 
ciôn del potencial (BH-MCA).
Despuéa de los avances logrados en la descrlpcito y conociaiento 
de los fluidos atteicos y moleculares simples por las teorias de perturba­
ciones. en los ûltimos aRos el interés de los estudios teôricos mediante 
este tipo de teorias viene centréndose de modo creciente en el caso més 
general de modelos con interacciones electrostéticas. en los que tanto la 
forma molecular como las fuerzas electrostéticas son anisôtropas. En parti­
cular. por su Interés teôrico y préctico. son objeto de especial atenciôn 
las molèculas dipolares y cuadrupolares. Debe senalarse que para este tipo 
de potenciales. las teorias basadas en las funciones de distribuciôn éto- 
mo-étomo no son. en general, aplicables. Es por lo que se han propuesto dos 
tipos de aproxiaaciones para fluidos de molèculas no esfèricas [31]. segùn 
que el potencial de referencia sea esférico (desorrollos u y f (RAM) 
[31-34]) donde ambas utilizan un potencial de referencia esférico promedia- 
do sobre las orientaciones. o no esférico dependiente de posiclones y 
orientaciones. Sin embargo, después de los estudios de Mojcik y Cubbins 
[35]. parece claro que aproxiaaciones.del primer tipo no son capaces de 
describir adecuadaswnte las propiedades de molèculas anisôtropas con in­
teracciones electrostéticas. dependientes de la orientaciôn.
Aproxiaaciones para sistemas de referencia no esférico de modelos 
diatômicos duros cuadrupolares. han sido tratadas por varios autores 
[35-39]. En todas ellas el célculo de los diferentes términos del desarro- 
llo de perturbaciones de la energia libre se basa en la simulaciôn directa
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de la eatruetura (funciôn de dlstribuclôn molecular par) del sistema de 
referencia. Este représenta un serio Inconveniante para este tipo de teo­
rias ya que con frecuencia simular un sistema de referenda no esférico 
requiers casi el misa» esfuerzo y, sobre todo. tiempo de ordenador que 
simular el propio sistema final.
La segunda parte de este trabajo consiste en el estudio de flui­
dos polares de molèculas anisôtropas en la linea de aproxiaaciôn propuesta 
por Sandler [36]. El sistema de referencia es anisôtropo y en el esquema 
que proponemos. sus propiedades estructurales (coeficientes armôni- 
co-esféricos de su funciôn de distribuciôn molecular par). se calculan con 
ayuda de una teoria RAN (Reference Average Mayer function) o desorrollo f, 
en su forma reducida [32-34]. En los célculos. la funciôn de distribuciôn 
(isôtropa) del sistema de referencia RAM. se obtiene a la vez por simula­
ciôn via Dinémica Molecular (DM) y teôricamente resolvlendo la ecuaciôn PY. 
Ademés. y en orden a examinar comparatlvamente el comportamiento de dife­
rentes opciones. incluimos célculos con los coeficientes armônico-esfèrlcos 
del désarroilo de la funciôn de distribuciôn par del sistema de referencia. 
para el potencial no esférico. simulados por Monte Carlo (MC). Por ùltimo. 
con el fin de completar el chequeo de la teoria. se han calculado. también 
por NC. las propiedades del sistema real, es to es. del fluido de diatômicas 
duras cuadrupolares. a varias densidades y cuadrupolos.
De acuerdo con estos propôsitos la memoria présenta la siguiente 
estructura:
El capitule 1 se dedica a reformular la teoria de perturbaciones
BH para sistemas smleculares que Interaccionan con un potencial ISM. usando 
un criteria MCA para la separaciàn del potencial. Para ello. es necesario 
définir el modelo molecular, obtener la funciôn de particite del sistema y 
définir las funciones de distribuciôn Atomo-Atomo. Se dan tsumbiAn expresio­
nes aproximadas para obtener el segundo término del désarroilo de perturba­
ciones. via teôrica y por simulaciôn.
En el capitula 2. se apiica la teoria en sus dos versiones {BH-BH 
y BH-MCA). al cAlculo de las propiedades termodinémicas de un modelo para 
el clora. Como sistema de referencia de las propiedades termodinémicas se 
utiliza la ecuaciôn de estado Boublik-Nezbeda (BN). Las estructurales (fun- 
ciones de distribuciôn centro-centro) se calculan por dos vias. una teôrica 
hacienda uso de la ecuaciôn integral RISN y otra por simulaciôn de Monte 
Carlo. Los dos primeras términos del désarroilo de perturbaciones se calcu­
lan teôricamente en sus dos formulaciones y por simulaciôn con objeto de 
poder establecer como afectan las aproximaclones teôricas a esos términos. 
Por ùltimo. se comparan los resultados teôricos obtenidos para dos de las 
propiedades termodinémicas més representatlvas. presiôn y energia interna, 
con los resultados de simulaciôn por IM y los de la teoria WCA désarroilada 
para estos sistemas por Tildesley.
En el capitulo 3 se présenta la teoria en primer orden de pertur­
baciones con sistema de referencia no esférico de fluidos con interacciones 
polares. Sa particulariza ésta a sistemas formados por molèculas lineales 
con interacciones cuadrupolares. y se calcula la expresiôn del segundo 
término de forma aproximada para estos sistemas. El désarroi lo teôrico se 
hace en base a los invariantes rotacionales, para poder separar la
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dependenela radial de la angular.
El capitule 4 trata de las propledades estructurales del slsteoa 
de referenda. En èl se resume la teoria RAM para los componentes armônicos 
esféricos de su funciôn de distribuciôn molecular y se désarroila el siste­
ma de c&lculo para su procesado en ordenador. Se explican brevemente las 
condiciones de la simulaciôn de estos coeficientes, asi como el c&lculo de 
la funciôn de distribuciôn del sistema de referenda RAM, go(R). necesaria 
para evaluar dichos coeficientes en esa teoria. Esta funciôn se calcula de 
forma teôrica resolvlendo la ecuaciôn integral de Percus-Yevick (PY) y por 
simulaciôn via DM. El capitulo se compléta con los resultados més relevan­
tes, teôricos y de simulaciôn, obtenidos para la funciôn de distribuciôn. 
go(R). y los principales componentes de la funciôn de distribuciôn molecu­
lar. g(R.Ui.wa). del sistema. La comparaciôn de ambos conjuntos de resulta­
dos permi te establecer el correcto fune i onami en to de todo el sistema de 
c&lculo a utilizar en los siguientes capitulos.
En el capitulo 5. se api ica la teoria al c&lculo de la energia 
libre del fluido cuadrupolar. estudiando la variaciôn de ésta con la aniso- 
tropia molecular y el cuadrupolo. También se estudia como afecta a esa 
propiedad las distintas alternatlvas de aproximaciôn a las propiedades del 
sistema de referencia tratadas en el capitulo precedente. Se introducen los 
aproximantes de Padé para acelerar la convergencia de la serie. para lo 
cual. calculâmes de forma aproximada el tercer término del désarroilo.
Por ùltimo. en el capitulo 6 se calculan las propiedades termodi- 
nàmicas m&s caracteristicas. como son la ecuaciôn de estado y la energia
-11-
Intcnm confIguracloml. a partir d« la energla libra obtenida an al capi­
tula pracadanta. Tairi>ién sa calculai! as tas propi adadas par siaulaciân. can 
<*jata da astablacar si al asquama tadrico propuas ta an al capitula 3 es 
consistante. Sa prasantan. asi mlsna. algunas rasultadas para las propiada­
das astructuralas del fluida cuadrupalar calculadas par siaulacidn MC.
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Qsci'najp I
TBCRIA EE FERTURBACIGNES PARA FUnUQS «LECULARES 
QUE HTTERAOCIONAH OEM Uf POrrOfCIAL ATCNQ-ATCNO.
1.1 iwnmxxioN
El objetivo del presente capitule es la reformulacidn de una 
teorla de perturbaciones désarroilada hace algùn tiempo [28.29] para las 
propledades termodinàinicas de fluidos moleculares con Interacclones Ato- 
mo-Atomo. Esta refonnulaciôn supone, igual que la original, que las molécu- 
las interaccionan mediante un potencial Atomo-Atomo (Lennard-Jones en nues- 
tro caso). esto es, cada particula estA constituida per Atomes que interac­
cionan mediante un potencial u^(r^^) con los de las otras moléculas, sien- 
do el potencial par intermolecular la suma de todos estos potenciales entre 
los distintos centres (Atomos) que forman las moléculas.
For lo general. las fuerzas existantes entre las moléculas de un 
fluido pueden separarse de forma natural en dos zonas, una fuertemente 
repulsiva, que tiene un alcance relativamente corto. y otra atractiva, de 
un alcance mayor. En la primera zona, el potencial varia bruscamente. mien­
tras que en la segunda, ésta se produce de una formas mAs suave.
La es truc tu ra de un liquide a al tas densidades estA determinada, 
en gran medida, por los efectos de empaquetaaiento asociados a la impene-
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trabllldad d# la* aoléculas. De esta forma, podeao* conslderar que las 
fuerzas atractlvas van a proporclonar un sustrato potencial. cuyo efecto es 
el de cohcsiMiar las moléculas del fluido sin modificar la estructura del 
miss». Esto nos conduce de una forma natural a relacionar las propiedades 
de un sistema dado con las de tm sistema de refer*neia formado por molécu­
las puraswnte répulsives, siendo tratadas las fuerzas atractlvas cosn una 
nerturbaclén que modifica ligeranente o perturba las propiedades del siste­
ma de referenda.
La idea de representar un fluido por un sistema de esferas duras 
moviéndose en un caapo uniforme de potencial se encuentra ya en los traba- 
Jos de van der Waals [19]. cuya famosa ecuaciôn de estado fué deducida 
esencialmente a partir de las consideraciones anceriomente expuestas. En 
este capitule, no vas»s a trazar el désarroilo histérico que condujo a las 
teorias actuales. ya que puede encontrarse en varies trabajos de recopila- 
ciôn [24.40].
La separacién del potencial en un componente repulsive nés otro 
atractivo es clave. Las dos dlvisiones que ban conducido a teorias de gran 
aceptacién ban side dadas por la diviaiôn Barker-Henderson (BH) [24] y la 
Weeks-Chandler-Andersen (VCA) [25]. Ambas descomposiciones pueden ser tra­
tadas en el marco de un désarroi lo teérico del tipo Barker-Hender son. La 
teoria BH con descomposicién BH (BH-BH) ba side ampllamente désarroi lada 
con anterioridad. No asi el désarroilo BH-VCA que tiene logicasKnte elemen- 
tos comunes con el citado BH-BH. La forma que vaaos a seguir aqui para la 
presentacién de la teoria va a ser un esqucma paralelo para la BH en sus 
dos descoaposiciones del potencial de perturbacién. Para ello définiresws
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en primer lu^ir el modelo molecular, vàlldo para aabae. la funciôn de par- 
ticlôn Junto a la integral de configuraciôn y las funciones de distribuciôn 
étomo-Atoon. El désarroilo teôrlco en términos de potenciales generalizados 
es en parte cossïn a ambas descomposiciones. Désarroilaremos aqui toda la 
parte especifica del esquema BH-WCA mientras que recorderemos tan sôlo las 
exprèsiones finales del BH-BH. Termineresms con la obtenciân de las expre- 
siones del primer termine de perturbaciones en ambas divisiones del poten­
cial. Damos también la exprèsidn del segundo término. calculado en la apro- 
ximacibn de superposiciôn de Kirkwood.
1.2 MODELO MOLECULAR
Résulta évidente, que dependiendo del sistema a estudiar, debemos 
considérer modelos que tengan en cuenta las carac ter i s t i cas esenciales del 
fflisroo. Asi, para estudiar slstemas monoatômicos bas tarie con un modelo 
potencial que tuviera simetria esférica. fuertemente répulsive a distancias 
cortas y con un minimo de energia potencial a distancias cercanas a las de 
equilibrio en estado sôlido. Si considérâmes fluidos moleculares. el efecto 
adicional m&s importante a considérer es que las moléculas ya no van a ser 
esféricas. y por lo tan to. su nube de carga electrônico también deja de 
serlo.
Has ta el memento, se ha utilizado ampl lamente el potencial de 
Kihara para describlr estas interacclones anisotrôpicas. pero dada la com- 
plejidad résultante al tratar cuerpos convexes, ban becbo penser en descom- 
poner el potencial total en una suma de interacclones parciales entre los
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dlfercntes cantroa da Interaeeidn da cada aolécula. Esta aodalo propuasto 
por Staala [41], ha sido utilizado con èxlto en al tratamlanto de fluidos 
■oleculves y as conocldo con el nombre de potencial ISN (Interaction Site 
Modal) o Atomo-Atomo (cantro-cantro).
En el modelo ISN. cada snlécula sa supona coapuasta por a centres 
o 'Atomos'. que pueden o no colncldlr con las poslclones de los Atosns 
reales de la molécula. En la figura 1.1 puede verse una de estas moléculas 
(a), junte con las Interacclones poslbles de una dlatéalca (b). La locall- 
zaclôn de los centres X de la molécula 1 vlena dada por el vector r^ . que 
lo une con el orlgen de coordenadas 0. SI es el vector de poslclén del 
centre de masas molecular, y 1^ . el vector que une el centre X con al cen­
tre de masas. podemos escrlblr la relaclôn
(1.1)
Asoclado a cada par de centres de Interacclén X, p. de dlstlntas moléculas 
i.j, existe un potencial que dependerA de la distancla entre ambos r^. 
Definimos entonces el potencial intermolecular par uis(i.J) cosn la suma de 
todas las posibles interacclones entre centres de distintas moléculas i. j
u.a(i.J) . I  I  % ( % )  (12)
X»1 p»l
donda r^^ vlena dado por










En la relacita (1.2). lo# indice# i. j. repre#entan el conjunto
de coordenadas tan to angulare# coao de poslclân de las aoléculas (esta
notaclôn seré eapleada a lo largo de la présenta aesoria). Asi pues, segûn 
esto. el potencial deflnido en (1.2) depende de la orlentacita relatlva de 
la# aolécula#. a#i coao de #u poslclén.
El potencial àtoao-àtoao entre pares de pairtlculas esté deflnido
en (1.2). pero lo que necesltaao# conocer es el potencial total para un
sistema de N particules. U^ . Es sabldo que en fluidos slaples las Interac­
clones pares proporclonan la mayor parte de la energla potencial [42]. Nés 
aûn. la suma de estas interacclones puede representar de forma efactiva el 
potencial total del sistema. siempre que los parémetros del potencial par 
sean calculado# apropiadamente. Asi, por ejemplo. aunque el potencial de 
Lennard-Jones (LJ) présenta diferencias con el potencial par en el caso del 
argon [43], los estudlos de slmulacién han demostrado sobradamente que 
représenta de una forma adecuada el potencial total del sistema. De esta 
forma, podemos définir este potencial total cos» la suma de las interac­
clones entre los pares de moléculas
N
U„(1.2 K) . ^ u,a(l.J) (1.4)
i<J
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1.3 nJNCIOW DE PARTICIOH. IlfTEGRAL DE OOHFIGURACIOW 
Y FUNCIONES DE DISTRIBUCION ATOMO-ATOMO.
Para el désarroi lo de nues era teoria, trabajarenos en el colecti- 
vo canônico, es decir. trataremos un fluido clAsico de N particules en un 
voluiaen V y a una temperature T. La funciôn de particiôn de este colectivo, 
Z^ , viene dada por [31,44]
siendo la integral de conf iguraciôn que, bac iendo uso de la notaciôn 
anteriornente apuntada, tiene la forma
Qj, = J  J  exp( -Uj^ /kT } dl ... dK (1.6)
donde el potencial total esté deflnido por (1.4). En esta expresiôn las 
coordenadas angulares estén normalizadas de forma que se cumpla que
(i=1.2......N) (1.7)
La expresiôn que nos proporciona la funciôn de distribuciôn mole­
cular par es [31]
N(N-l) r. .f exp< -UykT } dl ..dk ..dlf 
g(i.J) * ------- J-— '-------    (1.8)
Si
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dond* kjil.J y p es la densidad del sisteaa.
Coao en nuastro caso. estaaos Interesados en aodelos faasados en 
centres de Interaccita. necesitaaos conocer las funciones de distribuciôn 
centro-centro. Para ello fljaaos la poslclén de cada centre en la expresiôn 
anterior usando la funciôn 6 de Dirac [31]. que cuaple
f(x) Ô(x-a) dx s f(a)
6(x) « 0 si xXO
(1.9)
6(x) ■ • si XeO
En estas condlclones. podeaos escrlblr
N(M-l) p p
*(1.J) " . J exp( -U/kT) ô(Rj-r) 5(Rj-r )
6(«j-u) 6(«j-« ) dl ...dll (1.10)
relaclôn que nos dé la funciôn de dlstrlbuclta del cratro de easas de las 
moléculas i.J . En el caso de la funciôn de distribuciôn par entre centres 
X y p de las aoléculas I.J , obtenesns
N(N-l) p p X .
9x^(1. j) = J...J exp{ -U^T) ô(r^-r) ô(r^-r') dl ...dN (1.11)
La funciôn de distribuciôn par que acabaaos de définir, représen­
ta la prohabl 1 Idad de encontrar dos centros X y p de dlstlntas aoléculas.
Xen las poslclones r^  y r^ . respectlvaænte.
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1.4 REFDRMUUCIOW DE LA THIRIA DE PERimBACIOMES BARKER-HEWIERSOW 
PARA UNA SEPARACIOW WCA DEL POTENCIAL.
La energia libre de Helmholtz esté relacionada con la funciôn de 
particiôn del sistema mediante una ecuaciôn simple
A = -kT InQ^  (1.12)
A partir de la energia libre, y por medio de relaciones sencillas se pueden 
calculer las diferentes propiedades termodinômicas del sistema, como ener­
gia interna, presiôn, entropie, etc. El désarroilo de esta oagnitud en 
funciôn de unos paràmecros es el procedimiento habituai que siguen la mayo- 
ria de las teorias de perturbaciones, y es el que nosotros utilizaremos 
aqui.
1.4a Separaciôn del potencial. Potencial generalizado.
Suponemos. coss» hemos apuntado anteriormente, que el potencial de 
interacciôn total de dos moléculas es de- tipo ISN que viene dado por la 
relaclôn (1-2). Por razooes de facilidad en la escritura prescindiremos en 
general de los subindices X. p. aunque debe sobreentenderse siempre que
t es t ^  (con t = a, -r, d, r°. u, v, r)
El potencial de interacciôn entre dos centros, u(r). se puede 
définir como la suma siguiente
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u(r) « u®(r) ♦ u (r) (1.13)
donde u(r) ee el potencial existante entre los àtosns (o centros) X y p : 
u°(r) y u^(r). los del sistesm de referenda y perturbativo. raspectivaaen- 
te. La teoria es aplicables a cualquier potencial Atosn-àtos» aunque noso­
tros vasK>s a cmsiderar aqui el caso del potencial Lennard-Jones (LJ).
Las dos descosgtosiciones del potencial utilizadas habitualaente, 
coBM» ya hesns sMncionado anteriorswnte. son las conocidas como descomposi- 
ciân Barker-Henderson (BH) [24] y Weeks-Chandler-Andersen (WCA) [25]. Noso­
tros vamos a presenter ambas descomposiciones. para lo cual. definido en 
(1.13) el potencial de interacciôn entre una pareja de Atomos. nos quedan 












donde o es el valor de la distancia para la que el potencial u(r) se anula.
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La descoapoaiclôn de u(r) puede verse en la figura 1.2 (parte Izqulerda).
-Descomposlclôn tlpo WCA
u°(r) =
u(r) + t r < r 




u(r) r  ^r
(1.17)
en la que e es el valor del potencial donde éste tiene el minimo y r es la 
distancia donde esto ocurre (r°=2*‘^ a para el potencial LJ). Esta descompo- 
siclôn del potencial se muestra en la figura 1.2 (parte derecha).
Si consideramos una funciôn potencial u(r) arbitraria que repré­
sente al potencial de interacciôn entre los centros X y p de dos moléculas 
distintas, podemos définir un potencial generalizado entre centros v^(r^) 
[24.28,29] asociado al original. Este potencial depende, entre otras varia­
bles, de dos parés*tros de perturbaciôn, y , cuyos valores pueden 
variar entre 0 y 1. Su expresiôn para la descomposiciôn BH es [29]
v(a,t:r) =
u°(d + ^ )
-fu^ (r)
si d + ——— < a
si o i d + ——— i d + (1.18)












mlentraa que para la descomposiciôn WCA def Inimos el potencial general izado 
mediante la expresiôn
u**(d + ■” ) -TTfe si r < d ♦ o{r**-d)
v(a.-r;r) si d + a(r"-d) < r < r® (1.19)
'ru^ (r) si r > r'
La variaciôn del potencial general izado con los parémetros a y *r 
tienen interesantes propiedades consistentes en proporclonar un paso conti­
nue desde el potencial de cuerpos duros has ta el original. Se verifica 
facilmente que en los casos limite se cumple para ambas divisiones del 
potencial que
'■)a=i=0 = UjCr) (1-20)
donde u^(r) es un potencial de esferas duras de diémetro d. y
= "(r) (1-21)
Asi pues, al variar a  y  i desde 0 a 1, varianos el potencial 
desde un potencial de cuerpos duros hasta el real. El parémetro a modifica 
la pendiente del potencial en la zona repulsiva. mientras que ? actùa sobre 
la profundidad del pozo del mismo has ta alcanzar el minimo para el valor de 
1 .
El potencial par general izado se define como la suma de los po­
tenciales general izados v^(r) entre centros por
-25-
wi2(i.J) ■ 5 ^ (1 22)
X»l M*1
con lo que el potencial generalizado total de nuestro sisteaa da N particu­
les seré
Wj^ (l N) « I  w,a(i.J) (1.23)
KJ
En el désarroi lo de la teoria lo que aparece es la exponenclal 
del potencial general izado. Es necesario, por tan to. escribir el factor de 
Boltzmann que en términos de la funciôn de Heaviside puede escribirse coao
exp{ ~Pv (r ) }  M [1-H(d ♦ - o)] exp[-^u®(d + ^~)] ♦
H(d + - a) ♦ H(r - o){e3q>[-^TU^(r)] - 1}
(1.24)
para la descosgmsiciôn BH [29]. mientras que para la VGA es
exp{ -Pv(r)} * exp[P^e] ^ [1-H(d + - r®)] exp[-/5u®(d + ^^)] ♦
H(d ♦ -r®) + H(r - r®){exp[-^(u^(r)+e)] - l)j
(1.25)
En estas exprès iones ^ml/kT sidhdo k la constante de Boltzmann. T la tempe­
rature y H la funciôn paso de Heaviside definida por
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0 si x<0
H(x) .  ^ (1.26)
1 si xX)
1.4b Désarroilo en serle de perturbaciones para la energia libre
Debido a que la funciôn Helmholtz depende del potencial de in­
teracciôn de nuestro sistema. podemos désarroilar ésta en serie de Taylor, 
tomando como variables los parémetros a  y  t del potencial general izado. 
Désarroilando la energia libre en torno al punto 2nr-dimensional a « 'r a 0, 
y parti eu larizando la expresiôn para o = i = 1. obtenemos la energia libre 
del sistema original en funciôn de las propiedades del de referenda. Te- 
niendo en cuenta las propiedades del potencial generalizado. el sistema de 
referencia estaré formado por moléculas compuestas por esferas duras que 
pueden solapar entre si. y cuyo diémetro es d^^ (u « 1......m). Este mode­
lo es conocido en la bibliografia como modelo HISM (Hard Interaction Site 
Model).
La expresiôn matemética del désarroilo es [28,29]
B n B B
-Ao * y y (-^— I + y y f-^ — l + términos de orden superior
xfi i. '■ xf. il ^
A  ^
p=l ’'** X»1 M»1
(1.27)
en la que el superindice ‘ ’ significa que la magnitud es evaluada cuando 
todos los parémetros auxillares a. i son cero. Esto quiere decir que Ao es 
la energia libre del sistema de referencia.
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Las dos darlvadas respacto a los parémetros de perturbaciôn se 
obtlenen a partir de la intégral de configuraciôn. siguiendo un proceso 
cosAn a astos parésHtros durante una buena parte del désarroi lo asi coao 
para las dos divisiones del potencial. De esta forma cal eu laremos la deri-
vada respecta a un parémetro arbitraria que designaresns por .
Ptrl'THr la integral de conf iguraciôn v exoonencial del poten­
cial par generalizado.
La funciôn de particiôn del sistema se ha definido en la secciôn
1.3. En las exprèsiones dadas es necesario sustituir el potencial total
real del sistema por el total general izado dado por (1.23). Las deriva- 
das que aparecen en la relaclôn (1.27) son en virtud de (1.12)
- 2 ^ . - k T  1 ^ 1
Sustituyendo en la expresiôn de la integral de conf iguraciôn 
(1.6) el valor del potencial total generalizado (1.23). podemos obtener la 
derivada de respecte a en funciôn del potencial par general izado 
àtomo-étorno. Opérande se llega finalmente a [29]
ainO, |4» 3exp[-pv. (r)]
- 2»WP exp[^ (r)] ------- ^ --- g. (r) r'dr (1.29)
«fxM J® ^
la cual es comùn en las dos divisiones del potencial.
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Una v«z obtenida la derivada de la integral de configuraciôn y la 
exponenclal del potencial par generalizado. el côlculo de las derivadas 
respecte a los parémetros de perturbaciôn sigue un caaino diferente por 
serlo la derivada de la exponenclal del potencial étomo-étomo.
Las derivadas de la exponenclal del potencial de las relaciones 
(1.24) y (1.25) se log ran de forma send 11a introduciendo el cambio de 
variable siguiente
z = d + ^  (1.30)
que transforma la definiciôn del potencial generalizado de (1.24) y (1.25)
exp{-Pv(r)] = {1 - H(z-a)} exp[-/3u°(z)] + H(z-o) +
H(r-c) {exp[-0T u®(r)] - 1} (1.31)
para la descomposiciôn BH, siendo para la WCA
exp{-pv(r)] = expC^ie] (1 - H(z-r®)} exp[-/3u“(z)] + H(z-r“)
+ H(r-r“) (expC-B-r (u°(r) + e)] - 1} (1.32)
Derivando estas dos relaciones con respecto a los parémetros de 
perturbaciôn. teniendo en cuenta que la derivada de la funciôn paso es
dH(x)/dx = <5(x) (1.33)
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Oz/fla « -(r-d)/o* (1.34)
donde £(x) es la delta de Dirac, definida anteriormente. estas expresiones 
quedan de la forma siguiente
aexp(-Bv(r)} r-d
------------» 6(z ~a ) (— — )[exp{-gu (z)} - 1] +
d a o*
du (r) r-d
D[1 - H(z-o)] (------ )(----){exp[-Du®(r)]> (1.35)
d z a*
aexp{-0v(r)} p
 « -Pu (r) H(r-o) exp{-pv(r)> (1.36)
d t
ambas para la BH. mientras que para la otra divisiôn del potencial (VGA) 
las siguientes
3exp{-Pv(r)} r-d
— —  = — —  exp[P^e] {1 - exp[-Pu®(z)]} fi(z-r ) + 
d a a*
r-d d{exp[-^®(z)}




« Pe{exp[-Pv(r)] - PH(r-r®) ^ u**(r) ♦ ej{ejq>[-PT'U^ (r)} (1.38)
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Contrïbuclones de primer orden
Partleularizareiaos ahora la expresiôn corraspondiente al caso de 
una descomposiciôn tipo WCA para los parémetros a  y  t.
i) Célculo de (ainQj^3a)^^_Q
Sustituyendo en la ecuaciôn (1.29) los resultados dados por 
(1.37), opérande, se obtiene para esta descongwsiciôn (WCA)
= -2rtlpe’»‘ 5(z-r”) .«'’('■'g (r)r“dr
^  Jo a AM
(1.39)
+ 2xNpe^ ''^  Jl ^  ~ H(2-r®)} e^^''^g^(r)r*dr
La primera de las intégrales que aparecen en esta expresiôn se 
anula excepto para z=r° debido a la presencla de la funciôn 6. En estas 
condiclones se cumple que la intégral es igual al valor del incegrando. Por 
otra parte, en ese integrando aparece como factor 1-e que se anula,
puesto que de la definiciôn del potencial de referencia dado en el subapar- 
tado anterior, se tiene
u°(r°) = u(r°) + e = - c + t = 0  
con lo que. evidentemente. 1-e ^  = 0.
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Eb cumnte m la sagunda integral, ea nula para toda distancia r 
tal que z > r®. ya qua para estos valores. z-r® > 0. con lo qua la funciôn 
paso para este resultado vale 1. y por lo tan to. l-H(z-r®) ■ 0.
Aplicando esto an la relaciôn (1.39). ésta queda de la siguiente
forsa
P ° [  dr (. 40)
De la expresiôn (1.30) se tiene que
r a d ♦ a(z-d) (1 41)
con lo qua
dr » adz (1.42)
dr « (z-d)dz (1.43)
Sustituyendo estos resultados en la ecuaciôn (1.40) queda. prescindiendo de 
los subindices X y p qua aparecen
[ .^<''>g(r)r’(i-d)] J, (.44)
»■ -(l-)d/.
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Si oavtaO. puede observer se que:
a) rad por (1.41)
b) e^"S 1
c) -(^^)d = -« (limite inferior de la integral)
d) v(r) a Uj(r) de (1.20)
y en consecuencia, en (1.44)
donde la notaciôn +d indica que u^ ha de calcularse acercéndose a la dis- 
continuidad rad por la derecha. Entonces la relaciôn (1.44) queda
31nQ«l n , d.-0u°(z)
   a 2irpN g °(d )d ^ (z -d )  dz (1.45)
d a  •'a=-t=o dz
Si z < 0. se tiene el potencial de referencia
u°(z) a u®(-) a (1.46)
lo que Implica que e 0, y consecuentemente, su derivada también
serà nula. Introduciendo esto, la relaciôn (1.45) queda como
fainO^ i  ^ . -0u®(z)
 —  a 2vpN g®(d)d= (z-d) - = ------- dz (1.47)
 ^&% ‘'a=7aO ''® dz
Integrando por partes y operando. 1legamos finalmente a
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- -2rpM g®(<i)d*[d - (1 - (1.48)
expresiôn que nos da la derivada de la integral de conf iguraciôn respecto 
al parémetro de perturbacito a  en la descomposiciôn VGA. mientras que para 
la BH la expresiôn es idéntica fomalmente exceptuando el limite superior 
de la integral. que es a. Nôtese que las expresiones difieren considerable- 
mente en la préctica ya que la definiciôn de los sistemas de referencia son 
diferentes en cada descomposiciôn.
ii) Célculo de (ainf^dt)^^^
Operando con la ecuaciôn (1.29) coao en el caso anterior, y ha- 
ciendo aartaO. se llega a
f— — ] » 2 w H p 0 [t r  g“(r)r*dr -
l d t Ja*^-0 *• J®
(1.49)
- H(r-r®) (u^(r) ♦ e) e^d^^^ g®(r)r*dr
la primera de cuyas intégrales puede descomponerse en la forma siguiente
fej^  g®(r) r*dr * tj^ g®(r)r'dr + ej*^  g®(r)r*dr + fcj"^g®(r)r*dr (1.50)
donde el primer sumando es nulo. puesto que para r < d. la funciôn de dis- 
tribucita étoen-étoao del sistema de referencia g®(r) lo es.
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En la segunda Integral de (1.49). aparece la funciôn pasc 
H(r-r®). que. cosn ya hesns adelantado. se anula para valores negatives de 
la diferencia r-r® . y adenàs sabesns que el potencial u^(r} » 0. si r > r® 
donde d < r® siempre. con lo que esta integral se reduce a
J**^ u^**(r) + t| g®(r)r'dr = tj*^g®(r)r*dr + J*^u^(r)g®(r)r®dr (1.51)
Sustituyendo los resultados obtenidos en la relaciôn (1.49). se 
ve claramente que el ultimo sumando de la ecuaciôn (1.50) cancela el prime­
ra de (1.51). con lo que el resultado para la derivada de la integral de 
configuraciôn respecto al parémetro t. siendo a=-r=0. y sabiendo que u^(r) = 
-e para r < r® (ecuaciôn 1.17). nos queda
r_îîü5L] = -2irpNp f  u^r)g®(r)r*dr (1.52)
*• ■'a=T=0
ecuaciôn similar funcionalmente a la que obtendriamos para esta derivada en 
la descomposiciôn BH si cambiamos el indice inferior de la integral por el 
parémetro o.
Una vez obtenidas las derivadas de la integral de conf iguraciôn 
respecto a los parémetros de perturbaciôn. vamos a elegir el diémetro de 
las esferas duras d que nos va a proporcionar el sistema de referenda. La 
elecciôn la vamos a hacer de tal forma que la relaciôn (1.48) se anule 
[24]. por lo que d vendré dado por
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V  J I  (1 53)
para la scparacldn VGA alentras qua para la BH serA an virtud da la hoaôlo- 
sa a (1.48)
" jl dr (1.54)
Hacho esto. teniendo an cuenta las relaciones (1.27) y (1.28). el 
priaer término del désarroilo da perturbaciones para la energia libre de 
Helmholtz para un sistema formado por moléculas que interaccionan con un 
potencial étomo-étoes). ser* (divisiôn WCA)
r
A, -2rpN y y J U^(r)g^(r)r'dr (1.55)
Xsl psl *^ Xp
El procedimiento anAlogo para la descomposiciôn BH lleva. tras 
sustituir las expresiones correspondientes. a la relaciôn
A, « 2vpH y y J u^(r)g^(r)r*dr (1 56)
Xml pal ^Xp
Ambas expresiones para el primer término de perturbaciones sôlo se diferen- 
cian formalmente en el limite inferior de la integral.
£ste priaer término del désarroi lo. viene dado en funciôn del 
potencial da perturbaciôn. definido anteriorswnte. y de las funciones de
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distribuciân àtomo-àtomo del tisteee de referenda. El diéueetro de las 
esferas duras que fonsan el fluldo de referenda, queda deflnido por (1.53) 
y (1.54) para ambas descomposldones del potendal, que ces» es fàdl ob- 
servar, depende del potendal de referenda, y si éste es el de LJ, depen- 
derà a su vez de les paréusetros del misa», este es. t. y  a. asi como de la 
temperatura.
Las re lad ones (1.55) y (1.56). nos propordonan el primer térmi- 
no del désarroi lo de perturbed ones de la teoria BH para las dos descoopo- 
siones WCA y BH. respectivamente. Esta propiedad depende. aunque no de 
forma explicita, de la temperatura a través del diâmetro de las esferas que 
forman el sistema de referenda duro. Para las dos descomposiones. eviden- 
cemente. se obtlenen dlàaetros dlferentes, siendo nayores para la WCA. La 
varladôn de estos dlAmetros para las dos vlas tratadas, en fundôn de la 
temperatura reducida (T** = kT/e). puede verse en la figura 1.3.
La forma de divisiôn del potendal nos va a propordonar diferen- 
clas importantes en el cAlculo de las propiedades termodindaicas. En la 
divisiôn BH. en la que en el potendal de referenda no se incluyen zonas 
donde las separadones intertômicas son muy probables, r = o (u=0) y r = 
2 ^ ' ^ a (ua-e). con lo que las fluetuadones en la energia de perturbadôn 
dan origen a términos de segundo orden no despredables [26.45]. mientras 
que en la otra se incluyen dichas contribuciones en la parte sin perturber. 
de forma que este désarroi lo conduce en esenda a una teoria que puede 
considérer se como de primer orden. Por contra, a al tas densidades. la des- 
composiciôn WCA puede ser un problème, ya que al ser el diâmetro de las 














esferas dur«a corraipondlente a la regl6n sôllda.
Aproxlaaclte da superpo»lcl6n a laa contrlbuclone» de segimdo 
orden
De las consideraclones hechas anteriomente, veans que es necesa- 
rlo el càlculo de un segundo tèraiino de perturbeiciones para la divisiôn 
tlpo BH. Aqul no vanos a entrar en decal les en el désarroilo del nlsno. y 
sôlo nos llmltaremos a dar su expresiôn que es [46]
A: I 1 , 1 ,
 = /  /  {  p j i  P Ja -  —— p (2J3+3J4)
NkT ^ ^  i 4 2 8
Js = 4t g^(r) u^(r) -r(r) r'dr
J, = 4, r'dr (157)
J- = J^{gyr) - 1} (Tir))' r'dr
donde se han usado algunas aproxlmaclones dadas por Smith y colaboradores 
[47]. ademàs de la aproximaclôn de superposlclôn de Kirkwood (vAllda sobre 
todo a densidades bajas, pero con errores a al tas densidades). para el 
cAlculo de las funclones de dlstrlbuclôn de très o màs cuerpos.
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CAPITTILO 2
FBOPIBMSES irXKDDIAiaCAS EE FLUHXB NOLBCULASES
2.1 iifraoroociow
Para calcular las. propiedades termodinàmicas de un fluido real 
median te el uso de una teoria de perturbaclones. es necesarin conocer con 
suficiente exactitud las propiedades del sistema de referenda, y que éste 
sea razonableeente similar a aquel. El càlculo de estas propiedades en- 
cierra algunas veces ciertas dificultades. con lo que puede ocurrir que su 
evaluacién sea muy costosa si no existen ecuaciones o teorias que propor- 
cionen dicha propiedad.
El objetivo del présenta capitule es examiner la consistencia de 
las dos formulaciones de la teoria presentadas en el capitule anterior, 
para calcular las diferentes propiedades termodlnàmlcM del fluido en estu- 
dio. Compararemos estes resultados con les proporcionados por las tècnicas 
pseudoexperimentalee de simulaciôn. en este case via Dinémica Molecular 
(DM), asi como con otras predicciones teôricas. en particular, la extensién 
de la VGA a fluides moleculares de Tildesley [27] debido a la gran simili- 
tud existante entre les sistemas de referencia de su désarroilo y el nues- 
tro. sobre todo en el caso de la teoria Barker-Henderson (BH) con descompo-* 
sicién del potencial tipo WCA.
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Por otro lado taablén se pretende en el presente estudio ver cteo 
afecta a las propiedades del sisteaa real tanto la propia descoaposiciôn 
del potencial cos» las propiedades del sisteaa de referencia (fundamental- 
aente, funciones de distribuciôn Atoao-Atoao ya que las otras propiedades, 
cos» pueden ser el factor de cosipresibilidad y la energia libre de 
Helmholtz, se calculan haciendo uso de ecuaciones de estado existences 
contrastadas y visto su buen funcionamiento al comparar éstas con las dadas 
por simulaciôn).
Una parte importance de este capitule està centrada en el càlculo 
por sinulaciôn via Monte Carlo (MC) de las propiedades estructurales del 
sistena. de referencia asi como del factor de compresibi 1 idad del misa» 
sistesa. y también de los dos primeros términos del désarroilo de perturba- 
ciones. con lo que es posible chequear la consistencia de la teoria a nivel 
de los propios términos del désarroilo.
Como ya adelantamos en el capitulo anterior, las funclones de 
distribuciôn centro-centro de nuestro sistema de referencia (sisteaa HISM) 
pueden ser evaluadas teôricamente mediante la resoluciôn de la ecuaciôn 
integral RISN (Reference Interaction Site Model), propuesta por Chandler y 
Andersen [16]. Esta ecuaciôn integral es una generalizaciôn de la ecuaciôn 
Percus-Yevick (PY) para fluides monoatômicos. Estos autores propus1eron màs 
tarde [48] una fonsulaciôn variacional para el désarroi lo de su teoria que 
permite transformer la ecuaciôn integral en un sistema de ecuaciones no 
lineales que se resueIven por el método de Newton-Raphson, y désarroilan un 
program en FORTRAN para su resoluciôn [30].
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Otra da las proplsdadas a calcular del sistesm HISM es la ecua- 
clte de estado. de la que se puede obtener per Intagracito la energia libre 
del propio sistena de referencia. Para el càlculo de ésta. hay en la lite­
rature buenas ecuaciones analiticas [49-51] que proporciMMn excelentes 
resultados. Evidenteswnte. esta prc^iedad se puede evaluar en la siaulacita 
de las propiedades estructurales. con lo que podremos contraster los pro- 
pios resultados de sinulaciôn.
En este capitulo. para el estudio sobre la consistencia de la 
teoria propuesta hemos elegido un aodelo snlecular que corresponderia a la 
molécula de cloro. Este nodelo tiene una aarcàda anisotropia molecular, y 
ademàs. existen dates suficientes del sistema real calculados por simula­
ciôn por DM [52.53]. para poder de esta forma comparer nuestros resultados 
teôricos. y asi ser posible establecer si la teoria es o no capaz de prede- 
cir estas propiedades. Los paràmetros intermoleculares del potencial de 
Lennard-Jones [52] para el cloro liquide son
t/k « 173.5 K 
a  « 3.353 A 
L** . L/o a 0.608
Los càlculos teôricos de nuestro modelo se hacen a lo largo de 
una isoterma T** ~ kT/e s 1,5 y una isôcora de % 0.4546 . ambas en
la zona liquida, para asi poder comparar con los resultados de simulaciôn 
por DM [52] y los de la teoria WCA dados por Tildesley [27]. Las constantes 
criticas y punto triple para este modelo son [27],
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J “ 2.4
constantes criticas \ punto triple
a 0.19
Tj a 1.1 
p* a 0.55
2 .2  ?IWVU CI<y  PEL $I?TEHA PG REfHffiNÇIA Y ..FRIMBflS.TEBim«SS. DEL 
DESARROLLO PE PERTURBACIOHES
Las propiedades del sistema de referencia necesarias para evaluar 
los dos primeros términos del désarroilo teôrico y el sisteaa real, son las 
funciones de distribuciôn àtomo-étomo y el factor de compresibi1idad. ya 
que aunque es necesaria la energia libre del sistema no perturbado. se 
puede calcular a partir de la anterior propiedad mediante una relaciôn 
sencilla. Estas propiedades pueden ser evaluadas por dos vias principalmen- 
te. Una teôrica mediante ecuaciones sencillas existentes en la bibliografia 
(ecuaciôn de estado BN [49] y resoluciôn de la ecuaciôn integral RISM [30]) 
y otra por medio del uso de las tècnicas pseudoexperimentaies de simulaciôn 
por Monte Carlo [6] y Dinàmica Molecular [7]. La segunda de éstas tiene 
ciertas ventajas sobre la primera consistantes principalmente en que es 
capaz de calcular ademàs de las propiedades de equilibrio. las dinàmicas de 
no equilibrio. Si lo que se pretende obtener. como en el présente estudio. 
son las propiedades estructurales como la funciôn de distribuciôn àto- 
mo-àtomo del sistema de referencia. sistema duro. lo màs sencillo y apro- 
piado es utilizer la técnica de MC. ya que en nuestro caso. como ya hemos 
indicado. se trata de un modelo duro y en consecuencia el programa de simu­
laciôn solo tiene que averiguar para cada nueva configuréeiôn generada si 
hay o no solopamiento entre las diferentes particules de la muestra. Para 
el caso de sistemas blandos. como puede ser el tratado en el capitulo 4 de
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esta MBorla, es major utilizar la técnica da EN.
Nuestro estudio para el càlculo por simulaciôn da las funciones 
de distribuciôn cantro-centro. factor da compresibi1Idad y prlisaros térmi­
nos del désarroilo da parturbaclooas da la anargla libre de Helmholtz se 
hizo por el método da MC mediante la adaptaclôn de un programa de MC en 
FORTRAN, cedldo por A. BuSôn y J. Santaaarla. a nuestro problema y a las 
caracteristicas de un mlniordenador HP-1000 existen te en el Dapartaswnto de 
^Imlca Fisica de la Facultad da Quimlcas en la Unlvarsldad Complutense de 
Madrid. Este programa no podla ejecutarse en el mlniordenador. ya que éste. 
al ser de 16 bits, solo puede direccionar un màxlmo de 32 K. Por ello. fué 
neceaario hacer un camblo de cierta profundldad en el programa. En cuanto 
al consusn de tiempo de càlculo se hizo un estudio isedlante el uso de pro­
gramma de anàlisis de tlempoa de ejecuciôn en las diferentes partes del 
programa. y asi ver donde se consumla la mayor parte del tiempo. Haciendo 
castios en estas zonas, sin afectar en absolute al funcionamiento de dicho 
programa. se logrô que el tiempo de ejecuciôn se redujera a la aitad apro- 
ximadamente. con lo cual era posible su uso con un gasto de tiempo razona- 
ble.
En la simulaciôn nuestra muestra consta de 256 molécules dlatômi­
cas duras de elongaciôn L/d. donde L es la dlstancla entre àtomos del mode­
lo. y d es el diâmetro de las esferas duras que forman las mismas (ver 
figura 2.1). Este diàisetro viens deflnido swdlante las relaclones (1.53) y 
(1.54). para las dlvlslones del potencial tlpo WCA y BH. respectivamente.
FIG. 2.1
La confIguraclôn inlcial de laa particulas en el cubo tona la 
disposlciôn de una red cubica centrada en las caras y orientadas con el eje 
molecular paralelo al eje z. Los desplazaalentos de los centros de mesas y 
los glros, se hacen de forma que la aceptaciôn de las confIguraciones gene- 
radas sea del 30-40%. Se utillza un radio de veclnos para evltar coaprotaar 
si hay solapaaientos con gran parte de las moléculas de la muestra no in- 
cluldas en la esfera que forma éste. En la evaluacién de las distintas 
propiedades, se hacen al menos de 5x10* configuraciones para lograr un buen 
equllibrado, y un numéro superior de las aismsis en el càlculo de las dife­
rentes propiedades. El tiempo de càlculo aproximado psua evaluar la ecua­
ciôn de estado y la funciôn de distribuciôn fué de ~ 100 minutos cada 10* 
confIguraciones. con una aceptaciôn en torno ai 35%.
Los diàswtros que nos dan el taaano de las esferas duras que
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foraan el aodelo (dlatteicas duras. HD), slrven para définir la denaldad 
reducida pd* (p )^ y la elongaciôn ■ L/d a las diferentes temperaturas. 
ya que. coao hesns dlcho anteriomente. d depende dlrectamnte de ésta a 
través del potencial. Para cada teapemtum del slatemm real, tendreaos un 
estado dlferente pam el sisteaa de referenda. Debido a es to. taablén 
tenesns dos series de da toe para las dos separadones del potencial. por lo 
que heaos tenldo que slmular para cada po* (p") (sisteaa real), dos dife­
rentes slsteaas. correspmdlentes a las dos p^ (sisteaa de referencia). En 
la figura 2.2 puede observer se coao varian las densidades reducldas con el 
diémetro (p*) al variar pT Para una densldad reducida en el sisteaa real 
(po*). la dens idad pd* correspondlente a la separaciôn WCA. es alrededor de 
un 10% mayor que la de la BH. En las tablas 2.1 y 2.2. se dan todos los es-
Tabla 2.1
Sistemas estudiados para la descoaposiciôn BH.
PO* d L/d Pd*
0.4546 1.5 3.2332 0.6306 0.4076
0.470 1.5 3.2332 0.6305 0.4214
0.485 1.5 3.2332 0.6305 0.4348
0.495 1.5 3.2332 -0.6305 0.4438
0.512 1.5 3.2332 0.6306 0.4590
0.520 1.5 3.2332 0.6305 0.4662
0.541 1.5 3.2332 0.6305 0.4580
0.550 1.5 3.2332 0.6305 0.4931
0.4546 1.2 3.2500 0.6273 0.4140
0.4546 1.3 3.2442 0.6284 0.4118
0.4546 1.4 3.2386 0.6295 0.4096
0.4546 1.5 3.2332 0.6305 0.4076
0.4546 1.65 3.2254 0.6321 0.4046
0.4546 1.8 3.2180 0.6335 0.4019
0.4546 1.95 3.2109 0.6349 0.3992
0.4546 2.1 3.2042 0.6362 0.3967











tados siauladoa para las dos descoaposlcioms. BH y VCA, raspactivaaents. 
En asdms tablas las dos primeras coluanas sarAn las aagnitodas corraspon- 
diantas al sisteaa real, aientras qua las otras lo son dal sisteaa de refa- 
rencia.
Tabla 2.2
Sistemas estudiados para la descoaposiciôn VCA.
T" d L/d Pd*
0.4546 1.5 3.3534 0.6079 0.4548
0.470 1.5 3.3534 0.6079 0.4702
0.485 1.5 3.3534 0.6079 0.4852
0.495 1.5 3.3534 0.6079 0.4952
0.512 1.5 3.3534 0.6079 0.5122
0.520 1.5 3.3534 0.6079 0.5202
0.541 1.5 3.3534 0.6079 0.5412
0.550 1.5 3.3534 0.6079 0.5502
0.4546 1.2 3.3825 0.6027 0.4667
0.4546 1.3 3.3722 0.6045 0.4625
0.4546 1.4 3.3625 0.6063 0.4585
0.4546 1.5 3.3534 0.6079 0.4548
0.4546 1.65 3.3405 0.6103 0.4495
0.4546 1.8 3.3286 0.6125 0.4447
0.4546 1.95 3.3174 0.6145 0.4403
0.4546 2.1 3.3070 0.6165 0.4361
0.4546 2.25 3.2971 - 0.6183 0.4322
2.2a Funciones de distribuciôn Atomo-ôtomo
Las funciones de distribuciôn Atoao-Atoao del sistema de referen­
cia necesarias para calcular las propiedades termodinômicas del modelo 
objeto de estudio. las vaaos a obtener por îiaulaciôn y por la resoluciôn
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de la ecuaciôn integral, con ayuda de lorn programa# RISM y RISNGR [30].
Para evaluar estas funciones por sinulaciôn. haceaos uso de la 
relaciôn [54]
un 1 N^(r±Ar/2)
g ™  (r) . lia--------- -----  (2.1)
Ar-O p 4vr Ar
en la que N^(r±Ar/2) es el numéro de centros u que se encuentran a una 
distancia comprendida entre r-Ar/2 y r+Ar/2 de uno X. El nùnero de estas 
funciones distintas para nuestro modelo diatômico hoswnuclear es una. Esta 
magnitud se tabulô has ta una distancia de 2.5d con un Ar = O.Old. En las 
figuras 2.3 y 2.4. se muestran algunos resultados para S^(r) calculadas 
por MC y la ecuaciôn RISM para los sistemas de referencia correspondientes 
a dos densidades diferentes y divisiones del potencial BH y WCA, respecti­
vamente. con objeto de ver la dependencia de ésta con la densidad. Se puede 
observar que el comportamiento cualitativo de las funciones RISM es acepta­
ble. pero el cuantitativo no es tan acertado. prediciendo la teoria un 
valor en el punto de contacte mener que el 'exacte', por lo general. A 
distancias superiores a 1+L/d. ambos resultados son practicamente coïnci­
dentes. En las tablas 2.3 y 2.4. se dan algunos de los valores de estas 
funciones del sistema de referencia obtenidas por simulaciôn para las dos 
separadones BH y VGA. Los resultados que se presentan en nmhns tablas de 
los sistemas de referencia. corresponden a la isôcora = 0.4546 e isoter­

















Funciones de distribuciôn calculadas per MC de los sistesms de 
referenda correspondientes a la geosKtria I/o « 0.606 con p a * » 0.4546 
para las dos desconposiciones del potencial estudiadaa.
T* 1.2 1.4 1.8 2.1
R*» BH WCA BH WCA BH WCA BH WCA
1.00 1.686 2.037 1.653 1.966 1.594 1.854 1.592 1.803
1.02 1.635 1.919 1.599 1.872 1.554 1.779 1.537 1.733
1.04 1.582 1.830 1.554 1.784 1.508 1.703 1.509 1.653
1.06 1.535 1.734 1.503 1.703 1.469 1.644 1.461 1.631
1.08 1.477 1.671 1.463 1.647 1.434 1.573 1.425 1.560
1.10 1.444 1.597 1.427 1.569 1.399. 1.507 1.389 1.502
1.12 1.404 1.540 1.390 1.503 1.374 1.480 1.351 1.452
1.14 1.364 1.466 1.352 1.453 1.335 1.422 1.313 1.418
1.16 1.331 1.410 1.313 1.396 1.298 1.383 1.295 1.357
1.18 1.291 1.369 1.287 1.350 1.273 1.359 1.264 1.328
1.20 1.269 1.319 1.254 1.295 1.254 1.310 1.240 1.289
1.22 1.238 1.285 1.231 1.273 1.223 1.269 1.213 1.243
1.24 1.213 1.231 1.209 1.235 1.201 1.222 1.207 1.221
1.26 1.186 1.211 1.184 1.203 1.177 1.208 1.176 1.192
1.28 1.160 1.177 1.166 1.162 1.160 1.183 1.160 1.183
1.30 1.139 1.152 1.145 1.145 1.146 1.161 1.144 1.145
1.32 1.127 1.131 1.129 1.133 1.129 1.137 1.131 1.128
1.34 1.119 1.109 1.117 1.119 1.120 1.123 1.118 1.110
1.36 1.106 1.097 1.106 1.099 1.112 1.101 1.102 1.103
1.38 1.090 1.085 1.098 1.078 1.096 1.101 1.095 1.090
1.40 1.083 1.063 1.088 1.070 1.087 1.073 1.094 1.088
1.42 1.078 1.066 1.078 1.065 1.082 1.075 1.084 1.078
1.44 1.077 1.055 1.074 1.061 1.075 1.068 1.078 1.074
1.46 1.077 1.047 1.072 1.064 1.073 1.069 1.072 1.067
1.48 1.069 1.062 1.074 1.053 1.072 1.058 1.071 1.074
1.50 1.079 1.054 1.073 1.067 1.076 1.071 1.077 1.074
1.52 1.075 1.070 1.079 1.071 1.078 1.078 1.081 1.079
1.54 1.077 1.072 1.084 1.072 1.085 1.083 1.075 1.086
1.56 1.082 1.084 1.084 1.086 1.093 1.089 1.086 1.095
1.58 1.089 1.101 1.094 1.094 1.098 1.098 1.091 1.099
1.60 1.106 1.115 1.103 1.107 1.108 1.111 1.104 1.104
1.62 1.115 1.080 1.109 1.089 1.107 1.095 1.108 r.ll2
1.64 1.092 1.041 1.097 1.046 1.108 1.058 1.111 1.076
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Tabla 2.3 (continuaclôn)
T** 1.2 1.4 1.8 2.1
R** BH WCA BH WCA BH WCA WCA
1.66 1.055 0.992 1.069 1.012 1.076 1.014 1.079 1.042
1.68 1.033 0.967 1.036 0.977 1.050 0.997 1.050 1.008
1.70 1.010 0.937 1.014 0.958 1.024 0.970 1.025 0.983
1.72 0.979 0.920 0.992 0.929 1,001 0.941 1.007 0.959
1,74 0.966 0.899 0,967 0.917 0,975 0.920 0.982 0.935
1.76 0.951 0.884 0.952 0.896 0.959 0.907 0.963 0.920
1,78 0.934 0.871 0.937 0.892 0.948 0.899 0.951 0.911
1.80 0.923 0.869 0.930 0.876 0.938 0.887 0.938 0.901
1.82 0.917 0.867 0.917 0.879 0.922 0.888 0.932 0.888
1.84 0.903 0.863 0,911 0.871 0.917 0.874 0.923 0.891
1.86 0.903 0.865 0.907 0.873 0.910 0.876 0.920 0.882
1.88 0.900 0.870 0.905 0.879 0.913 0.879 0.912 0.884
1.90 0.904 0.877 0.904 0.881 0,912 0.885 0.914 0.883
1.92 0.904 0.889 0.907 0.890 0,911 0.886 0.917 0.895
1.94 0.911 0.899 0.910 0.896 0.908 0.896 0.913 0.907
1.96 0.914 0.913 0.915 0.910 0.919 0,916 0.919 0.900
1,98 0.920 0.924 0.923 0.919 0.925 0.911 0.926 0.920
2,00 0.933 0.941 0.931 0.942 0.935 0.934 0.935 0.931
2.02 0.943 0.959 0.937 0.953 0,938 0.949 0.939 0.946
2.04 0.948 0.973 0.951 0.966 0,947 0.963 0.948 0.956
2.06 0.961 0.986 0.962 0.986 0,957 0.975 0.956 0.967
2.08 0.971 1.000 0.967 0.984 0.964 0.982 0.957 0.976
2.10 0.969 1.005 0.972 1.006 0.971 0.994 0.970 0,985
2.12 0.985 1.009 0.979 1.008 0.975 0.998 0.974 0,991
2.14 0.990 1.022 0.987 1.005 0.982 1.007 0.979 1.003
2.16 0.996 1.024 0.990 1.015 0.985 1.011 0.988 1,008
2.18 0.998 1.028 0.993 1.023 0.994 1.019 0.990 1,005
2.20 1.004 1.035 0.998 1.022 6.994 1.017 0.993 1.018
2.22 1.011 1.034 1.000 1.024 0.999 1.022 0.997 1.021
2.24 1.010 1.031 1.004 1.027 1.003 1.025 0.999 1.020
2.26 1.009 1.031 1.006 1.028 1.004 1.027 1.004 1.015
2.28 1.011 1.032 1.011 1.027 1.006 1.022 1.001 1.028
2,30 1.016 1.035 1.012 1.029 1.010 1.023 1.006 1.016
2.32 1.012 1.036 1.013 1.031 1.009 1.027 1.013 1.020
2.34 1.013 1.031 1.015 1.032 1.010 1.031 1.008 1.019
2.36 1.022 1.033 1.014 1.029 1.013 1.033 1.012 1.026
2.38 1.021 1.034 1.018 1.032 1.014 1.029 1.017 1.024
2.40 1.020 1.034 1.018 1.027 1.014 1.024 1.017 1.025
2.42 1.021 1.030 1.017 1.025 1.016 1.030 1.015 1.029
2.44 1.016 1.035 1.020 1.031 1.018 1.032 1.015 1.026
2.46 1.025 1.029 1.021 1.034 1.018 1.030 1.014 1.029
2.48 1.024 1.025 1.022 1.031 1,018 1.031 1,018 1.027
2.50 1.025 1.022 1.022 1.031 1.018 1.027 1.020 1.029
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Tabla 2.4
Funciones de distribuciôn calculadas por MC de los sist 
de referencia correspondientes a la geoswtria L / a  * 0,606 con T 
para las dos descomposiciones del potencial estudiadaa.
1.5
m
0.4546 0.485 0.512 0.541
r" BH WCA BH WCA BH WCA BH WCA
1.00 1.626 1.939 1.879 2.180 2.153 2.506 2.332 2.939
1.02 1.602 1.849 1.784 2.100 1.966 2.336 2.172 2.674
1.04 1.548 1.751 1.714 1.969 1,861 2.181 2.043 2.426
1.06 1.507 1.686 1.649 1.874 1.757 2.025 1.922 2.217
1.08 1.465 1.607 1.577 1.761 1.683 1.885 1.802 2.028
1.10 1.424 1.557 1.518 1.668 1.605 1.764 1.706 1.865
1.12 1.378 1.496 1.470 1.581 1.545 1.656 1.610 1.723
1.14 1.352 1.434 1.419 1.494 1.470 1.557 1.523 1.603
1.16 1.310 1.394 1.359 1.435 1.411 1.477 1.457 1.491
1.18 1.280 1.346 1.315 1.371 1.359 1.394 1.383 1.400
1.20 1.256 1.300 1.285 1.330 1.300 1.331 1.323 1.323
1.22 1.241 1.262 1.249 1.277 1.250 1.272 1.268 1.248
1.24 1.202 1.237 1.214 1.230 1.225 1.222 1.228 1.189
1.26 1.184 1.205 1.183 1.195 1.191 1.173 1.190 1.134
1.28 1.159 1.172 1.164 1.168 1.153 1.138 1.151 1.099
1.30 1.146 1.155 1.142 1.136 1.127 1.105 1.115 1.057
1.32 1.139 1.129 1.115 1.117 1.105 1.073 1.090 1.028
1.34 1.120 1.115 1.108 1.085 1.077 1.056 1.057 1.003
1.36 1.103 1.097 1.095 1.077 1.062 1.033 1.043 0.986
1.38 1.099 1.094 1.073 1.063 1.054 1.019 1.028 0.964
1.40 1.096 1.074 1.062 1.054 1.054 1.010 1.011 0.959
1.42 1.077 1.069 1.055 1.043 1.038 1.000 1.011 0.951
1.44 1.073 1.065 1.056 1.038 1.034 0.994 1.003 0.953
1.46 1.071 1.060 1.051 1.039 1.037 0.999 0.997 0.959
1.48 1.071 1.065 1.050 1.034 1.030 1.001 1.001 0.968
1.50 1.073 1.072 1.062 1.048 1.037 1.018 1.009 0.982
1.52 1.074 1.074 1.051 1.048 1.038 1.026 1.012 0.996
1.54 1.085 1.085 1.063 1.061 1.046 1.041 1.024 1.012
1.56 1.087 1.089 1.073 1.066 1.052 1.050 1.035 l.*031
1.58 1.096 1.101 1.080 1.075 1.066 1.068 1.047 1.043
1.60 1.108 1.115 1.083 1.095 1.073 1.081 1.057 1.063
1.62 1.114 1.092 1.101 1.071 1.091 1.049 1.064 1.030





r“ BH WCA BH WCA BH WCA BH WCA
1.66 1.073 1.015 1.049 0.982 1.040 0.962 1.007 0.925
1.68 1.046 0.987 1.018 0.948 1.006 0.927 0.974 0.886
1.70 1.020 0.957 1.005 0.919 0.969 0.899 0.941 0.863
1.72 0.997 0.935 0.970 0.896 0.949 0.873 0.917 0.840
1.74 0.976 0.917 0.947 0.886 0.929 0.859 0.902 0.828
1.76 0.956 0.903 0.932 0.867 0.914 0.848 0.883 0.825
1.78 0.940 0.895 0.918 0.857 0.901 0.837 0.872 0.821
1.80 0.931 0.882 0.901 0.859 0.884 0.837 0.870 0.823
1.82 0.917 0.879 0.907 0.852 0.880 0.840 0.863 0.834
1.84 0.911 0.875 0.894 0.851 0.882 0.842 0.861 0.848
1.86 0.911 0.871 0.889 0.859 0.878 0.852 0.863 0.860
1.88 0.904 0.879 0.893 0.870 0.877 0.860 0.875 0.878
1.90 0.904 0.880 0.894 0.873 0.885 0.878 0.879 0.894
1,92 0.902 0.885 0.899 0.877 0.892 0.891 0.890 0.915
1.94 0.905 0.896 0.907 0,897 0.904 0.908 0.907 0.940
1.96 0.913 0.905 0.911 0.913 0.914 0.930 0.921 0.965
1.98 0.921 0.918 0.919 0.929 0.926 0.953 0.942 0.994
2.00 0.929 0.937 0.932 0.954 0.942 0.979 0.963 1.022
2.02 0.942 0.947 0.948 0.973 0.957 1.001 0.981 1.049
2.04 0.948 0.962 0.959 0.988 0.970 1.018 0.995 1.069
2.06 0.956 0.974 0.967 1.001 0.982 1.031 1.011 1.079
2.08 0.959 0.984 0.980 1.014 0.995 1.046 1.021 1.087
2.10 0.971 0.994 0.988 1.027 1.003 1.052 1.033 1.087
2.12 0.983 1.002 0.985 1.031 1.006 1.057 1.039 1.090
2.14 0.981 1.008 1.000 1.039 1.015 1.059 1.043 1.087
2.16 0.983 1.011 1.006 1.040 1.014 1.058 1.044 1.082
2.18 0.990 1.018 1.010 1.048 1.016 1.060 1.046 1.077
2.20 0.998 1.022 1.014 1.043 1.021 1.057 1.047 1.071
2.22 1.003 1.024 1.013 1.047 K018 1.055 1.046 1.062
2.24 1.006 1.024 1.018 1.043 1.028 1.051 1.042 1.055
2.26 1.001 1.024 1.019 1.040 1.022 1.049 1.041 1,050
2.28 1.009 1.027 1.021 1.042 1.027 1.042 1.039 1.041
2.30 1.011 1.030 1.019 1.041 1.027 1.044 1.035 1.038
2.32 1.013 1.026 1.020 1.038 1.029 1.037 1.032 1.030
2.34 1.018 1.026 1.020 1.042 1.022 1.039 1.029 1.026
2.36 1.017 1.030 1.019 1.037 1.027 1.035 1.029 1.022
2.38 1.014 1.028 1.018 1.036 1.029 1.030 1.027 1.021
2.40 1.019 1.032 1.020 1.034 1.030 1.030 1.026 1.019
2.42 1.019 1.035 1.017 1.034 1.028 1.027 1.025 1.019
2.44 1.020 1.030 1.018 1.032 1.031 1.023 1.025 1.014
2.46 1.017 1.032 1.017 1.030 1.028 1.025 1.026 1.012
2.48 1.021 1.029 1.024 1.027 1.027 1.021 1.021 1.009
2.50 1.021 1.032 1.023 1.025 1.027 1.021 1.021 1.006
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2.2b Factor de co»>reilblHrij.ri
Una vez expucsto el càlculo de laa funciones de distribuciôn 
centro-centro del sisteaa de referencia, nos queda por définir la forma de 
obtenciôn de las propiedades termodinàmicas: factor de cosfresibi1idad y 
energia libre de Helmholtz. El primero se ha calculado mediante una extra- 
polaciôn lineal de los correspondientes promedios sobre très cortezas esfè- 
ricas consecutivas de pequeno espesor (0,03d) a partir de la distancia de 
contacte d y centradas en los centros X ô p, para evitar una posible con- 
ducta no lineal en dicha extrapolaciôn. La relaciôn que utilizanos para el 
càlculo de esta propiedad es [54]
/5p 1 f4'(Ar)i
( )un * 1 + ---  Mm    (2.2)
p ™  3N Ar-O*- Ar ■*
donde N es el numéro de particulas en la muestra, Ar es el espesor de la
corteza y <l<(Ar) es una funciôn que viene dada por
+(ir) . ( J J (2-3)
i<j Xn
en la que es un vector unitario en la direcciôn que une los centros X y
(i y Ria es el vector que une los centros geométricos de las moléculas 1 y 2 
cuando los àtomos X y p estàn en contacte.
En las tablas 2.5 y 2.6 se muestran los valores obtenidos para 
esta propiedad junto con el nùmero de conf iguraciones generadas en la simu­
laciôn para su evaluaciôn en las dos divisiones del potencial a varias
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Tabla 2.5
Resultados obtenidos por simulaciôn para el factor de compresibi1idad 
del sisteaa de referencia correspondlente a la isoterma T** = 1,5 
para las dos divisiones del potencial.
BH WCA
No Conf. No Conf.
Pd= (0p/p)hd xlO* Pd= O p/p)ho xlO*
0.4076 7.68 1.50 0.4548 9.76 3.00
0.4214 8.31 0.75 0.4702 10.62 1.50
0.4348 9.07 1.00 0.4852 11.64 1.40
0.4438 9.56 1.10 0.4952 . 12.45 1.50
0.4590 10.56 1.00 0.5122 13.69 1.40
0.4662 10.88 1.50 0.5202 14.51 1.50
0.4850 12.25 1.80 0.5412 16.71 1.90
0.4931 13.04 2.50 0.5502 17.45 1.60
Tabla 2.6
mltados obtenidos por simulaciôn para el factor de compresibilick
si sistema de referencia correspondiente a la isôcora = 0.4546
para las dos divisiones del potencial.
BH WCA
No Conf. No Conf.
Pd= (/3p/p )h d xlO* Pd= (Pp/p)hd xl0‘
0.4140 8.02 1.30 0.4667 10.39 1.00
0.4118 7.80 1.30 0.4625 10.04 1.00
0.4096 7.75 1.00 0.4585 10.00 1.00
0.4076 7.68 1.50 0.4548 9.76 3.00
0.4046 7.61 1.20 0.4495 9.45 0.80
0.4019 7.45 1.40 0.4447 9.23 1.00
0.3992 7.38 1.50 0.4403 8.96 0.90
0.3967 7.33 1.50 0.4361 — —
0.3943 7.19 1.30 0.4322 8.71 1.00
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densidadcs del alsteaa d# referencia. correspondlendo éste a la isoterma 
T**sl.5 y a la isôcora p* « 0.4546 del sisteaa real. Cosw muestra la figura 
2.5a. los resultados obtenidos cuando la divisiôn del potencial es tipo BH. 
son muy concordantes con los de la ecuaciôn de estado de Boublik-Nezbeda 
(BN) [49] dada por la expresiôn.
P p 1 + (3o-2)y + (3a*-3a*l)y* - a V
 . ------------ !---    (2.4)
p ( 1-y)





e y = pVjQj . es la fracciôn de empaquetaniento. definida por
y =  pd^(l + 3L /2 - L /2) (2.6)
6
siendo v^^ el volumen de la diatômica. Para la WCA. al ser las p^ corres­
pondientes un 10% mayores. las diferencias encontradas son màs significati­
ves (figura 2.5b). Estas diferencias màs notables pueden deberse^ a que 
quizàs para estas densidades del sisteaa de referencia. la ecuaciôn BN [49] 
deja de dar tan buenos resultados (estos autores comprobaron esta ecuaciôn 
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estaa diferencias puede es tar en la propia siaulacita. ya qua se hace para 
unas densidades desMiado altas. lo que puede conducir a dar aayores erro­
res. Tildesley et al. [51] y Freasier [55] llegan en sus siuulaciones a un 
sisteaa de densidad » 0,50 para un modelo de elongaciôn muy pau-ecido al 
nuestro. mientras que nosotros alcanzaaos. en esta descoaposiciôn del po­
tencial. una densidad p^ a 0.55.
El error estadistico de nuestros valores puede ser evaluado ob- 
servando las simulaciones cuando el modelo no perturbado tiene una densidad 
casi constante (isôcora p^ * 0.4546 correspondiente al sistema real). Todos 
los valores de esta magnitud para el sistema de referencia estta liaitados 
en un Intervalo pequeno (ver tablas 2.1 y 2.2) Cada densidad puede conside- 
rarse como un subpromedio de una ùnica siaulacita qua abarcaria 12x10* 
conf iguraciones. En la figura 2.6 se muestran las diferencias entre el 
valor simulado y el de la BN para las dos separaciones del potencial fren­
te a la variaciôn de la temperature, que se toma como variable independien- 
te ya que ni p^ ni son constantes. En este caso. tanto la BH como la WCA 
tienen diferencias poco importantes con respecto a la ecuaciôn BN. debido a 
que las densidades estudiadas son màs bajas que en el caso anterior. La 
desviaciôn estàndar de estas diferencias es de 0,04 y 0,06 para BH y
WCA. respectivamente. Estas estadisticas son algo màs pobres a altas densi­
dades. cuando variamos este paràmetro (Fig.2.5). sobre todo en la WCA (Fig. 













2.2c Otra» propledade» simulmdam
Los dos priaeros téminos del desairrollo de perturfaaclones se han 
obtenldo para unos pocos puntos en la slaulacidn por NC. debldo al gran 
consus» de tiesgw de càlculo y de swsnrla de ordenador. Se hlzo esto, para
ver si la ecuaclôn propues ta en el capitulo anterior (ec. 1.57) para el
segundo téraino del désarroilo es una buena aproxiaaciôn.
La relaciôn usada para calcular el prisier téraino es la dada en
[56]
n  <  'f'HD (: 7)
en la que < ... > es un promedio sobre el sistema de referenda y u^ es el 
potencial de perturbaciôn. Para el segundo téraino. As/NkT. se calcula por 
la relaciôn [56]
- >HD (2.8)
En ambas relaciones dénota el nùaero de pares de àtoaos X, p*que se 
encuentran dentro de la corteza r^ + Ar/2 y r ^ -  Ar/2.
En la tabla 2.7 se muestran les resultados obtenidos para estos 
dos térninos por NC. junto con el nûstero de ciclos generados para su obten-
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clôn para las dlvlslones del potencial propues tas. Para evaluar el segundo 
téraino se calculan cuatro covarlanzas perteneclentes a las cuatro interac- 
ciones étomo-àtoao existantes. Dado que en nuestro caso el fluido esté 
coapuesto por diatéaicas homonucleares. estas covarlanzas deberian ser 
Iguales a cada distancla. Esto no ocurre y opinaans que esto se debe a que 
coao las densidades estudiadas son al tas hay, por lo tanto, un gran empa- 
quetaniento, lo cual hace que el moviaiento de las moléculas dentro del 
fluido esté muy restringido. Como consecuencla, la distancla entre dos 
étomos de diferentes particules - especialmente cuando estén muy cercanas - 
cambia muy 1entamante. Para conseguir que las cuatro covarlanzas sean muy 
semejantes. es necesario hacer un numéro extraordinario de ciclos en la 
simulaciôn de este término. Para evitar generar un gran numéro de configu- 
raciones. hacemos un artificio en la simulaciôn, mediante el cual. debido a 
que los étomos de una molécula son équivalentes, intercambiamos los étomos
Tabla 2.7
Resultados obtenidos por simulaciôn para los dos primeros términos 










0,4546 1.8 -6.242 -0.189 3.00 _ _
0,4546 1,5 -7,466 -0.282 1.10 -8.369 3.00
0,5120 1.5 -8.559 -0,331 2,30 -9.733 1.90
0,5410 1.5 -9.048 -0.374 3.30 -10.333 2.50
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de Vina de ellaa. con lo que conseguioos una nueva confIguraciôn indis- 
tlnguible de la anterior pero donde las distancias étomo-étcew son dife­
rentes. Los étomos a intercastiar se eligen de forma aleatoria y cada cier- 
to nCusero de ciclos (cada vez que se promedian las diferentes propiedades). 
Con esta artificio, se acelera la convergencia de las covarlanzas e induce 
a obtener el valor de este término de una simulaciôn con gran nùmero de con 
figuraciones.
En la tabla 2.8 se muestra la variaciôn de los dos primeros tér­
minos del désarroi lo a lo largo de la simulaciôn para una densidad al ta, 
p*. divisiôn BH. Se observa que en el caso del primer término, las diferen- 
cias mayores encontradas respecto al valor final, son como méximo de 9x10*^ 
(O.IX) para 3x10* ciclos. siendo insignificantes y dentro del error de la 
propia simulaciôn, para un numéro de configuraciones superior a 10*, donde
Tabla 2.8
Variaciôn de los dos primeros términos del désarroilo 


















la diferencia es de ~3xl0* . Esto nos indlca que el primer téraino alcanza 
rapidamente la convergencia. En cuanto al segundo. las diferencias absolu- 
tas son nés signifientivas. siendo mayor también para 3x10* ciclos. de 
0,041 (casi un 11%). Para mayor numéro de configuraciones, las diferencias 
disminuyen, pero la convergencia no se alcanza bas ta valores muy altos de 
ciclos de simulaciôn.
En el caso de la descomposiciôn del potencial tlpo WCA también se 
intenté obtener el segundo término del desarrollo de perturbeciones. Los 
resultados que se consiguieron no eran muy fiables ya que los valores de 
las cuatro covarlanzas. antes mencionadas. diferian considerablemente pese 
a que se utilizô el artificio antes descrito. Este hecho quizés es debido a 
los altos valores de las densidades para esta divisiôn del potencial. lo 
que hace que el movimlento de las moléculas esté todavia màs restringido 
que en el caso de la BH. Los valores de este término en la divisiôn WCA son 
aproximadamente la mitad de los que se obtienen para la divisiôn BH, repre- 
sentando ~ 1.5% respecto al término Ai (para la divisiôn BH el valor de Aa 
se situa en tomo al 4% de Ai ).
2.3 ENERGIA LIBRE D E HELMHOLTZ .CALCULO DE LOS DOS PRIMEROS 
TERMINOS EEL DESARROLLO DE PERTURBACIOWES
Una vez calculado el sistema de referencia por simulaciôn (factor 
de compresibi1idad y funciones de distribuciôn àtomo-àtomo), procedemos al 
célculo teôrico de los dos primeros términos del desarrollo de perturbacio- 
nes para la energia libre. Para hacer esto, y para el primer término, tene-
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mos que partieularlzar las expreslones (1.55) y (1.56), dlvlslones WCA y 
BH, respectivaswnte, a nuestro aodelo dlatôailco hosnnuclear, en las que las 
cuatro funciones de distribuciôn centro-centro son iguales, y ademés, las 
g^(r) serén ahora las g^. Poniendo los paràswtros que aparecen en éstas 
en unidades reducidas, quedan
Al Al ^
—  * * 8rPp
NkT T °
u(r)g®(r) r'dr + largo alcance (WCA) (2.9)
Al Al ^
  a — - a 8»0p
NkT T °
u(r)g®(r) r'dr + largo alcance (BH) (2.10)
Se observa que las intégrales estén extendidas hasta una distan­
cla néxina r^ . que es hasta donde poderaos calcular las funciones de distri­
buciôn del sistema no perturbado, que para la simulaciôn fué de 2,5d. A 
distancias mayores, podemos suponer que el liquida ya no tiene casi estruc- 
tura, con lo que g(r > 2,5d) = 1. Con esta aproximaciôn calculamos la 
contribuciôn de largo alcance, quedando para las relaciones anteriores esta 
para ambas divisiones del potencial, como
Al
NkT
a Q w P p
largo alcance
u(r) r*dr (2.11)




= -0.ITlwp^  (2.12)
largo alcance
Este valor de largo alcance. varia desde -0,30, para la densidad mayor, a 
-0,24 para la màs pequena, representando ~4X de la cantidad correspondiente 
a este téraino en asibas divisiones del potencial.
De las relaciones (2.9) y (2.10) y con los resultados obtenidos 
para las funciones de distribuciôn étomo-étomo, &^(r). dados por la simu­
laciôn y por la teoria RISN, se calculan los valores del primer téraino de 
la teoria para los dos casos estudiados, a saber, variaciôn con la densidad 
y la tempe ratura, para las dos descomposiciones del potencial. La integra- 
ciôn en dichas relaciones. se hace por el método de Simpson, donde el in- 
tervalo de integraciôn fué de Ar= O.Old.
En las tablas 2.9 a 2.12 se dan todos los resultados obtenidos 
para este término para los casos estudiados, junto al valor de la energia 
libre del sistema de referencia (A^) calculado por la ecuaciôn BN y la 
diferencia entre el valor de simulaciôn y el de la ecuaciôn RISM. La expre- 
siôn que nos proporciona el valor de A ^  que aparece en dichas tablas se 
calcula al Integrar la relaciôn (2.4) (ver apéndice A). Esta propiedad 
viene dada por [27.29]
Aujj-A . (a*+3a)y - 3try^
= (o'-l) In(l-y) + ---------------- (2.13)
NkT (1-y)'
en la que las variables a e y estén ya definidas (ecs. 2.5 y 2.6). Los 
resultados que se obtienen para el primer término del desarrollo de pertur-
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baclones cuando sc utillzan las funciones de distribuciôn centro-centro 
calculadas por la RISN son en todos los casos inferiores a los calculados 
con funciones de distribuciôn 'exactas'. En la figura 2.7 se representan 
los errores producidos en este téraino por el uso de la teoria RISN. Estos 
resultados, presentan una gran concordancia, ya que la néxina diferencia 
encontrada fué de 0,1. Las discrepancias son nés acusadas para la WCA en la 
mayor parte del intervalo de densidades (Fig. 2.7a), asi como de temperatu­
ras (Fig. 2.7b). Unicamente, a al tas densidades, la aproximaciôn introduce 
errores similares en ambas separaciones del potencial. Nés importante, es 
la dependencia del error con y con T*, ya que las propiedades derivadas 
- presiôn y energia Interna - tienen gran sensibilidad a pequenos cambios 
en la pendiente de las curvas de la energia libre total. Asi en la figura 
2.7a, las diferencias representadas nos indican que las curvas tienen pen-
Tabla 2.9
Resultados obtenidos por la teoria para el primer término del desarrollo 
a T**=l,5 en la divisiôn BH.
po* A.(MC) Al(RISM) AAi
0,4546 3,496 -7,524 -7,561 -0,037
0,4700 3,730 -7,797 -7,850 -0,053
0,4850 3,972 -8,072 -8,124 -0,052
0,4960 4,141 -8,249 -8,307 -0,058
0,5120 4,446 -8,547 -8,616 -0,069
0,5200 4,597 -8,686 -8,759 -0,073
0,5410 5,018 -9,037 -9,131 -0,094
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Resultados obtenidos por la teoria para el primer término 
del desarrollo a T% 1 .5 en la divisiôn WCA.
Po“ *HD A,(MO) A,(RISM) AA.
0.4546 4.201 -8.366 -8.453 -0.087
0.4700 4.509 -8.735 -8.816 -0.081
0,4850 4.831 -9.089 -9.172 -0.083
0.4950 5.058 -9.323 -9.410 -0.087
0.5120 5.471 -9.729 -9.817 -0.088
0.5200 5.678 -9.921 -10.009 -0.088
0,5410 6,264 -10.424 -10.513 -0.089
0.5500 6.535 -10.639 -10.728 -0.089
Tabla 2.11
Resultados obtenidos por la teoria para el primer término del desarrollo 
a pa’=0.4546 en la divisiôn BH.
T** A,(MO) At(RISM) AAi
1.2 3.586 -9.455 _ -9.511 -0.056
1.3 3.554 -8.712 -8.760 -0.048
1.4 3.525 -8.067 -8.117 -0.050
1.5 3.496 -7.524 -7.561 -0,037
1.65 3.456 -6.824 -6.855 -0.031
1.8 3.419 -6.238 -6.267 -0.029
1.95 3.383 -5.750 -5.771 -0,021
2.1 3.350 -5.326 -5.347 -0.021
2.25 3.318 -4.959 -4.979 -0.020
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Tabla 2.12
Resultados obtenidos por la teoria para el primer término del desarrollo 
a pa^=0,4546 en la divisiôn WCA.
A,(MC) A.(RISM) AA.
1.2 4.400 -10.473 -10.579 -0.106
1.3 4.328 -9.665 -9.761 -0.096
1.4 4.262 -8.968 -9.060 -0.092
1.5 4.201 -8.366 -8.453 -0.087
1.65 4,118- -7.604 -7.681 -0.077
1.8 4.042 -6.969 -7.037 -0.068
1.95 3.973 -6.427 -6.494 -0.067
2.1 3.909 -5.965 -6.028 -0.063
2.25 3.850 -5.568 -5.624 -0.056
diente diferente, lo que nos va a producir resultados en la presiôn con una 
peor concordancia. Esto no va a suceder en el caso de la energia. propiedad 
que se obtiene. al derivar la energia libre respecto a la temperature, ya 
que las diferencias mostradas en 2.7b presentan una pendiente muy semejan­
te .
El segundo término del desarroMo lo obtenemos también por dos 
vias. teôrica (ec. 1.57) y por simulaciôn. como ya hemos dicho, con la re­
laciôn (2.8). aunque en este caso, solo para la descomposiciôn BH. debido a 
que la otra divisiôn del potencial nos proporciorta una teoria de primer or- 
den en la prâctica. como demuestran Verlet y Weis [26] para liquidas sim­
ples. Los resultados teôricos dados por la ecuaciôn (1.57) son tornados de 
la referencia [46]. En la tabla 2.13 y en la figura 2.8 se dan éstos obte­
nidos mediante la ecuaciôn (1.57), esto es. haciendo uso de la aproximaciôn
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de superposiciôn (SSA) (ver capitulo 1). Se representan estos resultados 
para la Isoteraa T** * 1,5 Junto a los de sisulacidn. Puede observarse que 
los resultados teôricos muestran una excelente concordancia. lo cual re- 
fuerza la validez de la aproximaciôn utilizada en su evaluaciôn.
Tabla 2.13
Dependencia del segundo término del désarroilo con la densidad 










El sistema de referencia duro correspondiente a la isôcora 
p"=0,4546 . es muy similar para todas las tempe raturas en las que hemos 
trabajado (como se muestra en la tabla 2.1). Por lo tanto las fluctuaciones 
(relaciôn 2.8. términos entre corchetes) lo ser&n también. Si ocurre esto. 
podemos considerar que en dicha relaciôn tendremos una constante muitipli- 
cada por la inversa de la temperature reducida al cuadrado. Esto nos llevô 
a predecir el segundo término a diferentes températures. utilizando el va-
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lor obtenldo para una cualqulera. en concrete el de T «1,5 . haciendo use 




Los resultados obtenidos por esta ecuaclôn se muestran en la 
tabla 2.14, donde puede verse la excelente concordancia con los calculados 
teorlcamente con la aproximaciôn de superposlclôn (SSA) y la g^(r) dada 
por la RISM. Adenâs, lo que es màs importante, conçuerdan excelentsmsnte 
con el punto sissilado a T** « 1,8. Asi pues, con la simulaciôn de este tèr- 
mlno para una sola temperatura, se pueden lograr de forma sencllla los va­
lores para otras. siempre que éstas no sean muy diferentes.
Tabla 2.14
Dependencia de Aa/NkT (BH) con la temperature a po^ « 0,4546.
La segunda columna muestra los valores obtenidos cuando las covarlanzas 
del sistema de diatômicas duras son aproximadas por las de T** « 1,5.
T- MC
Covarlanzas 




1,5 -0,282 -0,282 -0,278
1.65 -0,233 -0,232





2.4 PROPIEDADES lERIVADAS. PRESION Y ENERGIA INTERNA
La presiôn y la energia interna son las propiedades tensodinàjni- 
cas de mayor interès en nuestro estudio. Para su obtenciôn utilizamos las 
siguientes relaciones temodinàmicas
p = P * T  I 5T-| M (2.15)
3p.,
^ f 3A/NkT 1
donde p y U son respectivanente, la presiôn reducida y la energia interna 
configuracional por particule [27-29], ambas relacionadas con la energia 
libre de Helmholtz a través de sus derivadas respecto a p * y  1/T*. Para 
calcular estas dos propiedades. ajustâmes los valores de A/NkT a polinomios 
de tercer grado en amhms variables, que luego se derivan analiticamente. La 
energia interna total por particule, està relacionada con la conf iguracio­
nal por la expresiôn
e“ = 2,5T* + U** (2.17)
La presiôn y la energia interna estân reducidas de la forma habi­
tuai [31,52] por
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p* « po’/e 
E** « E/Me
2.4a Preel6n
Lam pramlone# me calculan a lo largo da la Isoteraa «1.5 , tea- 
peratura qua està por debajo del valor critico y claramente en el estado 
liquido (recuérdese que T*» 2.4 y T*» 1,1). En las figuras 2.9 y 2.10, se 
representan nuestros resultados teôricos Junto a los de la teoria WCA dé­
sarroi lada para este tipo de sistesas por Tildesley [27], cosparando estes 
con los resultados 'exactos' dados por la sissilaciôn por DN [52,53] (los 
errores de estos resultados son Ap**e 0,1). En la primera figura, correspon­
diente al desarrollo y descomposiciôn BH para nuestra teoria de primer or- 
den, se aprecia la diferencia existante entre las curvas - etiquetadas como 
BHl-RÏSM y BHl-NC - debida a la influencia de la funciôn de distribuciôn 
Atomo-àtomo del sistema de referencia calculada por la teoria RISN y simu­
laciôn por NC. Hay que hacer notar que al ser la presiôn el resultado de 
derivar la energia libre total del sistema respecto a la densidad, pequerks 
discrepancias en esta magnitud, pueden conducir a grandes desviaciones en 
su derivada. Asi, diferencias del 1,3% en A/NkT (vease la figura 2.7a), 
producen desviaciones del 20% en p". Cuando la descomposiciôn es de tipo 
WCA (figura 2.10), las diferencias entre las curvas etiquetadas como 
WCAl-RISN y WCAl-NC, son casi inapreciables. Esto es debido a que, c o m o  
puede verse en la figura 2.7b. las diferencias entre aabos valores del pri­
mer téraino de perturbeciones. son casi constantes al variar la densidad, 
con lo que la pendiente es casi la aisma, y en consecuencia, su derivada. 
Por lo tanto. la concordancia de ambas curvas en la figura citada, es la 
esperada.
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Cuando anadiaos a los resultados BHl-NC la contribuciôn de segun­
do orden (BH2-NC) de la tabla 2.13, la curva obtenida predice muy acepta- 
blemente los resultados de la simulaciôn por CN (figura 2.9), con lo que 
podeans deducir que, analogaownte a la situaciôn para potenciales esféri- 
cos, son suficientes dos cérainos, para producir una convergencia satisfac- 
toria en el desarrollo de perturbaclones. Hay otra concordancia no esperada 
y son los excelentes resultados obtenidos para esta propiedad mediante la 
teoria de primer orden con g^(r) dados por la RISM (BHI-RISM). Probable- 
mente. los errores introducidos por estas funciones de distribuciôn aproxi­
madas son del mismo orden y distinto signo que el propio valor del término 
de segundo orden. Esto podria explicar los excelentes resultados obtenidos 
por esta teoria para moléculas con elongaciones desde 0,33, en un modelo 
para el Ni trôgeno [28,29], hasta 0,79 para un modelo diatômico para el li­
quido COz [57]. Esta cancelaciôn, ha sido observada también para sistesias 
esféricos [56], cuando se usan funciones de distribuciôn calculadas con la 
ecuaclôn PY. Al producirse en diferentes sistemas y condiciones estudiadas 
podrian ser inherentes a la naturaleza de ambas aproximadones, tanto para 
la teoria RISM (donde esté implicita la PY para potenciales anisôtropos) 
como para la propia PY.
Como antes mencionàbamos. las predicciones para la presiôn (figu­
ra 2.10) de la WCAl-RISN, son muy simi lares a los que proporc iona la 
WCAl-NC, aunque las diferencias con los valores de la teoria de Tildesley 
[27], son m&s acusadas y aùn môs respecto a los resultados de simulaciôn 
[52,53]. Estas diferencias podrian deberse al uso de la ecuaciôn de estado 
BN para el càlculo del factor de compresibilidad, donde pequenas diferen-
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e i u M  de la ecuaciôn citada a al tas densidades justificarian las discrepan­
cias encontradas en la teoria. tanto en nuestro caso coao en el de la refe­
rencia [27]. Con esta correcciôn. solaswnte séria necesario el priær orden 
de perturbaclones. para dar unos resultados concordantes de la teoria con 
los de ON. cuapliendo asi las expectatives basadns en la experiencia en li­
quidas aonoatôaicos. coao deauestran Verlet y Weis en el trabajo de la re­
ferencia [26].
2.4b Enwrtla imwrna
Para el càlculo de la parte configuracional de la energia inter­
na. se requiere conocer la energia libre de Helmholtz del sistema de refe­
rencia que. coao vimos. se obtiene por integraciôn analitica de la ecuaciôn 
BN [49]. Con esta propiedad. màs. en su caso. el primero o los dos primeros 
términos del desarrollo. se obtiene la energia libre total del sistema 
real, la cual en su variaciôn con la temperatura. es ajustada a un polino- 
mio de grado n (en nuestro caso grado 3). para asi obtener la energia in­
terna del sistema mediante las relaciones (2.16) y (2.17). En las figuras 
2.11 y 2.12 se representan los valores obtenidos para esta propiedad por la 
teoria. junto a los dados por DN [52.53].
El caràcter màs acusado de las curvas obtenidas para la divisiôn 
BH (Fig 2.11). es la importancia del téraino de segundo orden. Ademàs. la 
aproximaciôn RISN (BHl-RISN) no introduce modificaciones acusadas en la 
predicciôn de la energia. y la cancelaciôn producida en el caso de la pre­
siôn no ocurre aqui. De esta forma, el primer orden exacto" de la teoria 
para la energia es claramente insuficiente (curva BHl-NC). La adiclôn del
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segundo término mejora los resultados. pero no son. sin embargo, completa- 
mente concordantes con los de DM. Los errores introducidos por la SSA 
(aproximaciôn de superposiciôn) son probablenente responsables de una parte 
de estas diferencias. No obstante, nosotros sugerimos otra posibilidad. 
consistante en los errores numéricos introducidos a lo largo del proceso 
que parmi te la es t imac i on de la contribuciôn de orden cero a partir del 
factor de compresibi1idad del sistema de diatômicas duras, que estén lejos 
de ser despreclables en el esquema BH. Opuestanente. la divisiôn WCA del 
potencial. da una contribuciôn pequena del sistema de referencia duro. y no 
se producen errores por la diferenciaciôn nuoiérica de la ecuaciôn BN para 
A®/NkT. Por otra parte, la energia interna en la separaciôn tipo WCA (re- 
cordanos que ha sido combinada con la teoria BH) esté muy cercana a la de 
la teoria de la funciôn Blip (Fig. 2.12) (aplicada a la misma separaciôn 
del potencial). revelando otra vez el pequeno efecto de sustituir el siste­
ma de referencia blando real dado por la WCA por el constituido por esferas 
duras fundidas obtenido con el desarrollo BH. Nuestros resultados conçuer- 
dan con los datos de DM dentro de los pequenos errores introducidos por la 
aproximaciôn RISN. Lo mismo sucede para los de Tildesley en los que la 
diferenciaciôn nustèrica de A/NkT parece ser responsable del extrano compor- 
taniento de la curva. Asi pues, la buena concordancia de los resultados de 
primer orden para la separaciôn WCA son intrinsecos y no debidos a la can­
celaciôn de errores (éstos. en los datos de simulaciôn son de AE^ = 0.05).
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2.5 mfirtKTnN r r LOS RESULTADOS
La extensiôn de las bien conocidas teorias BH y WCA a potenciales 
de interacciôn centro-centro euestra, al aenos para diatdaieu, el aisao 
carActer al ya vis to por Verlet y Weis [26] en sisteaaa esféricos. Aunque 
la velocidad de la convergencia no ha sido evaluada explicitaaente. la 
excelente concordancia de la BH corregida con un segundo téraino (BH2) y el
esquema de la funciôn Blip, confirma que los términos de orden superior en
la teoria son despreclables. Asi, las separaciones BH y WCA. indican que se 
trata esencialaente de teorias de segundo y primer orden, respectivanente. 
La aproximaciôn BH. con la separaciôn WCA. difiere de la funciôn Blip en la 
definlciôn del sistema duro. ya que mientras en la prisara el valor del 
diémetro se toma de la relaciôn (1.53). en la segunda es la soluciôn de la
ecuaciôn Blip, dada por [27.31]
[exp(-/5u^(r)} - exp{-0uj^(r))] y™(r) r'dr = 0 (2.18)
donde es la funciôn de correlaciôn i adiréeta. Los valores de estos
diésatros son dependientes de la densidad y-la temperatura a través de las 
funciones de correlaciôn indirecte (y^(r) » exp[^i^(r)]xg^(r)) y del 
potencial. El criterio de la teoria BH produce una pequma pérdida en la 
convergencia. pero tai^ién un considerable ahorro en tiempo de càlculo (en 
efecto, para obtener los diàsatros de la funciôn Blip, son necesarias unas 
diez evaluaciones de la funciôn de correlaciôn pou*). Esto fué soslayado 
para sistemas esféricos por un ajuste apropiado de las funciones de distri­
buciôn, pero para diatômicas es dificil de hacer lo mismo. ya que la propia
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anisotropia molecular introduce un nuevo paràmetro. que es la elongaciôn 
para poder définir la equivalencia de los estados correspondlentes. Asi. 
teniendo las propiedades del sistema de referencia duro. la combinaciôn del 
método de BH con la separaciôn WCA. parece ser una alternativa bas tante nés 
asequible que la propia teoria WCA. por su bajo costo en tiempo de célculo 
y por los buenos resultados que produce. Un tratamiento similar ha sido 
hecho por Cubbins et al. para monoatômicas [58].
La send liez en el célculo exacto de las propiedades del sistema 
duro se ve también afectada por la anisotropia molecular lo que produce 
nuevas diferencias en la valoraciôn del desarrollo de perturbaclones. Hesx>s 
apuntado anteriormente que las inexactitudes en las propiedades del sistema 
duro pueden hacer no significativas las diferencias entre las aproximacio- 
nes BH y WCA cuando se aplican a la separaciôn WCA. Por el contrario, la 
separaciôn BH impi ica una densidad més baja en el sistema. con lo que las 
ecuaciones disponibles para el sistema de referenda para estas densidades. 
son bas tante exactas. Asi. la falta de precisiôn en las propiedades del 
sistema de esferas duras fundidas distorsions la valoraciôn inicial de 
estas teorias. Estas euestiones pueden tener gran importancia si uno piensa 
en un sistema més complicado. por ejemplo. moléculas tetraédricas. Para 
este tipo de sistemas podriamos sacar bénéficie de la cancelaciôn de la 
contribuciôn de segundo orden con los errores introducidos por la aproxima­
ciôn RISM para las funciones de distribuciôn par. Aùn asi. la ausencia de 
un sistema de referencia universal duro. aleja una parte de las posibilida- 
des de las teorias de perturbeciones para fluidos anisôtropos. a no ser que 
se propongan ecuaciones de estado précisas para esferas duras fundidas de 
cualquier geometria molecular.
El crabajo qua se présenta en éste y el anterior capitulo. ha 
sido publicado en la revis ta The J ou rn a l  o f Chemical Physics [59], lo que 
ha hecho posible el que se hayan hecho estudios sobre esta teoria de per- 
turbaciones por otros investigadores [60]. Esos autores intentar explicar 
por qué se producen diferencias para la presiôn en el tratamiento teôrico 
con la descomposiciôn WCA. Buena parte de estas diferencias suponeaos que 
se deben a inexactitudes de la ecuaciôn de estado BN en la regiôn de al tas 
densidades. Para ello estudian varias teorias de perturbaclones. BH, VGA y 
BH-WCA, pero apllcadas a fluidos atômicos en los que calculan la energia 
Helmholtz y la funciôn de distribuciôn del sistema de referencia por la 
ecuaciôn de Gamahan-Starling [61] y la ecuaciôn de Percus-Yevick [8] 
corregida por Verlet y Weis [26]. respectivanente. Los resultados obtenidos 
los cooparan a resultados de simulaciôn de Barker y Henderson [56]. Los 
autores de [60] observan que los resultados BH-WGA son bastante concordan­
tes con los de simulaciôn y WCA has ta densidades moderadaswnte al tas. 
p** (fluido esférico) < 0.7. Sin endargo. cuando la densidad aumenta. 
p** > 0.7. la teoria BH-WCA tiene desviaciones respecto a los resultados de 
simulaciôn. siendo la teoria BH en primer orden mejor que la misma teoria 
con desomposiciôn del potencial WCA. lo cual indicaria que la ecuaciôn BN 
no es la responsable de todas las inexactitudes encontradas por nosotros.
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CAPITULO 3
TBORIA DE PERTURBACIONES PARA FLUIS08 POLARES 
OOM SISTEXA DE REFERENCIA NO ESFERIOD
3 1 TNTRODUOCION
Después de los avances logrados en la descrlpclân y conocinlento 
de fluidos atôaicos simples y moleculares, en los ùltlmos anos el interés 
de los teôricos viene centràndose de modo creciente en el caso mAs general 
de mode los con interacciones electrostàticas. en los que tan to la forma 
molecular como las fuerzas electrostAtlcas son anisôtropas. En particular, 
por su interés teôrico y préctico, son objeto de especial atenclôn las 
moléculas con interacciones dipolares y cuadrupolares. En el marco de las 
teorias de perturbaciones. han sido propuestas dos diferentes tipos de 
aproximaciones para moléculas no esféricas [31]. segùn que el potencial de 
referenda sea esférico (désarroilos u y f. este ultimo también llamado 
RAM. donde ambos utilizan un potencial de referenda promediado sobre los 
àngulos. con lo que solo dependen de las posiciones de las particulas) o no 
esférico, dependiente de pos ici ones y de orlentadones. Sin embargo, hoy 
parece claro que aprox1meciones del primer tipo no son capaces de describlr 
acertadamente las propiedades para moléculas no esféricas con interacciones 
electrostéticas dependientes de la orientaciôn [35]. Aproximaciones para 
sistemas de referenda no esférico. han sido estudiadas para mode los de 
diatôaicas duras cuadrupolares por varios autores [35-39]. Para calculer
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los térainos de perturbaciân en el désarroi lo de la energia libre, todos 
estos autores usan datos de slaulaclôn para la funciôn de distrlbucidn par 
del fluido de referenda.
En este capitule presentasns las exprèsiones para las contrlbu- 
dones de primer y segundo orden a la energia libre de Helmholtz de fluidos 
moleculares con interacciones polares. Nediante désarroilos en invariantes 
rotacionales y armônicos esféricos, estas contribuciones se expresan final- 
mente en tërminos de coeficientes del désarroilo en armônicos esféricos de 
la fundôn de distribuciôn par, go(Ria,ut.va), del sistena de referenda. 
El resultado que se da para el término de primer orden es general en el 
sentido de que es vélido para moléculas lineales y no lineales. Cuando se 
particulariza la exprèsiôn résultante a fluidos lineales, se obtiene la 
dada por Sandler en la referenda [36]. En cuanto al segundo término se 
calcula de igual forma que en la referenda [38].
3.2  ELgffiCTOS..BA§ig?g PE lA .TEQRIA
Para fluidos moleculares con interacciones angulo-dependientes, 
si el potencial intemolecular. u(Ri2 ,wi,us), puede separse de acuerdo a la 
siguiente exprèsiôn
u(R,s,w%.ws) * uo(Rt2 .ut ,wa) + u^(R«s,wi,ws) (3.1)
en la que uo(R:s,w* ,ws) y u^(Rta.ui .ua) son, respectivamente, los 
potenciales de interacciôn del sistema de referenda y perturbativo, 
dependientes ambos de orientaciones y posiciones, siendo w« y wa las
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orientaciones moleculares de las moléculas 1 y 2, y Ria, la dlstancla entre 
sus centres, la energia libre de Helmholtz (como veiaatos anteriormente), 
puede désarroilarse en los diferentes términos de perturbaciôn en serie de 
Taylor, en tomo al sistema de referencia, como
A = Ao Al + Aa (3.2)
en la que A es la energia libre total del sistema con potencial
u(Ria.Wi.wa). y Ao. Ai, Aa son, respectivamente. la energia libre del
sistema no perturbado. y el primero, segundo. etc.. términos del désarroilo 
de perturbaciones.
El primer término de perturbaciones viene dado por la relaciôn
= ïï (■#“] u (Ria.ui.wa) go(Ria,wi.wa) dRidRa (3.3)
Esta ecuaciôn puede reescribirse de una forma diferente en funciôn de los 
oromedioa sobre orientaciones. Sea X(wi.wa) una funciôn de las orientacio­
nes wi y Wa de las moléculas 1 y 2. respectivamente; se define el proroedio 






Utilizando estos promedios en la ecuaciôn (3.3), separando la 
integraciôn sobre orientaciones de la misma sobre posiciones, queda para 
Al,
(p'/2) <u (Rt2 .wt.wa) go(Rta.wt .wa)>^^  ^  dRtdRa (3.5)
<u (Ria.Wi .W3)go(Ri2.wi ,wa)>^  ^^ u (Ria.wt .wa)go(Rta.wt .W3)dwi<lw3
(3.6)
donde
4t para lineales 
ftr’ •• no "
La ecuaciôn (3.5), una vez integrada respecto a dRa, puede expre-
sarse como
At = — — Np 
20*
u ^(Ri3.w i ,W3)go(Ri3,Wi,wa) RtadRta dwidwadwta
(3.7)
El segundo término. Aa, haciendo uso de la aproximaciôn de super- 
posiciôn de Kirkwood (SSA). ya utilizada en la teoria désarroilada en el 
capitulo 1, para el càlculo de las funciones de distribuciôn en las que 
intervienen très o môs particulas, siguiendo el procediaiento revisado por 
Smith y colaboradores [63] para pasar al limite termodinémico y eliminando 
las intégrales reducibles en la expresiôn résultante, se obtiene [36]
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<u^{R» 2 .«1 ,wa)go(Ria.«1 .«a)>^^^ dRidRa +
<u^(Ria.«i.wa)go(R:2.Wi.wa) u^(Ra3 ,W2,W3 )go(R2 3 .wa,wo)x
ho(Ri3 .wi ,wa)>^^^^ dRidRadRa + (p /4) <u^(Rta.wi.wa)go(Rta.wi.wa)%
U^(R34.W3,W4)go(R34.W3,W4)ho(R>3.Wi . W3 )ho(Ra4 . Wa .W4 )[2 + 4ho(Rl 4 . Wl . W4 )
+ ho(Ri 4 .Wl. W4 )ho(Ra3. Wa.W3) ^ dR«dRadR3dR4 (3 8)
con ho(Ria.Wl.Wa) = go(Ri2 .wi.wa) - 1.
En las ecuaciones (3.5). (3.7) y (3.8). 0 = 1/kT y p = N/V. don­
de. como ya hemos indicado con anterioridad. k es la constante de 
Boltzmann. T la tempe ratura absolute y p la densidad numèrica;
go(Ri2 .wi.Wa) es la funciôn de distribuciôn par del fluido de referencia. 
que interacciona con el potencial uo(Ria.wi .wa) (potencial de referencia). 
Los simbolos < ... >. indican. como hemos visto. promedios no pesados sobre 
las orientaciones.
3.3 DESARROLLO EN IWVARIAffTES Pm-ACTONAIM
Para un fluido que sea invariante a traslaciones y rotaciones, es 
decir, que sea homogenéo e isôtropo. cualquier funciôn f(Rta.wi.wa) de las 
vvv.sl<-:'.adas Uc i "viIAculas ' v 9 niiede evpre-
sarse como una doble serie en el conjunto complete de armônicos esféricos 
general izados, es to es, en los elementos de la matriz de rotaciôn, oj^(w) 
[64-69]. Asi, esta funciôn puede expresarse como [64,65]
-91-
f(Ria.«i.«a) « }  f®^(R.a) ♦“ {^«1 (3.9)
mnl
pu
Con este désarroi lo logramos separar la dependencia radial de la angular, 
ya que solo depends de la dlstancia entre los centros de aahas parti­
cules, mientras que , que son los invariantes rotacionales en la nota-
ciôn de las referencias [64,65], tlenen la dependencia angular exclusiva- 
mente, y estan deflnidos por
I iT.(..)d;„.(«)d*^.(u..) (3.10)
p'u'X-
donde en las dos ecuac iones anter lores, como ya hemos explicado anterior­
mente, Wl y wa son las orientaciones expresadas por los correspondientes 
angulos de Euler (e.^,^ ), referldas al sistema de laboratorio, es decir, a 
un sistema cualquiera de coordenadas: w%a es la orientaciôn del vector Ria 
(Ria = Ra - Ri) (eje intermolecular), y
es un simbolo 3J de Wigner, el cual es un coeficiente numérico definido 
como una suma de factoriales de los seis indices [67-70] y I]P^ (w) son los 
eleswntos de la matriz de rotaciôn (armônicos esféricos generalizados). Los 
coeficientes m. p y u, son nûmeros enteros que varian desde 0 a <■ peu-a m, 
mientras que para los otros dos, desde a #.
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3.3a Exprèsiones para u^(R,,.w,.w») y go(R,,.u,.w,) en términos de 
los invariantes rotacionales
Las exprèsiones en términos de los invariantes rotacionales para 
la funciôn de distribuciôn par y del potencial de perturbaciôn son simples 
casos particulares de la relaciôn (3.9). De esta forma, para la primera de 
estas funciones tendremos
go(Ri3.Wi .wa) = ^ g°^^(Ria) é^'(«» .oa.uia) (3 11)
rst
(0
mientras que para el potencial de perturbaciôn cuando solanente incluimos 
las interacciones electrostàticas a distancias de no solapamiento [65]*. 
dicha expresiôn es simplemente el désarroilo multipolar dado por
u^(R.2.w,.w,) = 5 (u^ ) ^ \ r ,2) ♦j^^wi.wa.wia) (3.12)
pu
donde l=otfn.
Los coeficientes (u**)^^(Ria) del désarroi lo multipolar de la 
ecuaciôn anterior estàn relacionados con los momentos multipolares de la 
molécula por [65,68]
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en la que las cantidadas (coaponentas dal tensor multipolar en coordana- 
das cartesianas). son los moswntos multipolares referidos a un sistema de 
coordenadas fljo en la molécula. Las barras horizontales en éstos. indlcan 
precisamente. que los simbolos y magnitudes sobre las que aparecen. estén 
referidos a este sistema de coordenadas molecular [71]. Algunos casos par- 
ticulares de estos moswntos multipolares son
Qo * q (carga nets)
5? » U (momento dipolar)
y si la molécula es lineal.
Os 3 -Q^ (momento cuadrupolar lineal)
3.4 EXPRESION GENERAL PARA EL PRIMER TYMIINO DE PERTORBACIOWES
Una vez dadas las relaciones del potencial de perturbaciôn y de 
la funciôn de distribuciôn par del sistema de referencia en funciôn de los 
invariantes rotacionales, éstas se sustituyen en la ecuaciôn (3.7), obte- 
niéndose






(u’’)“ ^R.a) g5*‘(R.a) RÎsdRis x
dws ♦” ^{«1 .«s.ttta) é^^(ut.wa.wts) (3.14)
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Aplicando a ésta la relaciôn de ortogonalldad de los invariantes 











De las propiedades de las deltas de Kronecker
0 si 1 X 1-
5,
se deduce que solo son distintos de cero todos aquellos sumandos para los 
que se cumple
p = -a 
u » -0 
a 3 r 
n 3 s 
1 3 t
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con lo que. una vez sustituido esto en la expresiôn anterior, se tiene




con s 3 p+u. ya que m»n+l = 21 al ser m+nsl. como ya hemos definido ante­
riormente.
Si dividimos la expresiôn por el nCmero de particulas N, y aultl- 
plicamos por 0sl/kT. el primer término de perturbaciones queda de la forma 
siguiente en funciôn de los coeficientes del désarroi lo de la funciôn de 
distribuciôn molecular par y de los correspondientes al mismo désarroilo 
para el potencial de perturbaciôn, referidos al sistema de coordenadas del 
laboratorio.





donde 3 -p (^ * -u).
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3.5 W H m n A S l  TWFAI FS 
3.5a Contribuciones de primer orden. Fluldox
Una vez obtenida la expresiôn del primer término de perturbacio­
nes de la energia libre de Helmholtz, en su forma general (ec. (3.18)). 
vamos a procéder a particularizar ésta para el caso de fluidos lineales. 
véllda para éstos con cualquier tipo de interacciones polares. Hecho esto. 
como el objeto de nuestro «studio va a centrerse en los fluidos cuadrupola­
res. la relaciôn obtenida se particularizarà a slstenas con este tipo de 
interacciones.
Para sistemas formados por moléculas lineales. los coeficientes 
p. u. que zqtarecen en la expresiôn (3.18) cumplen que p = u = 0. con lo que 
la relaciôn citada queda de la forma siguiente
    pfî y [(2nH-l)(2n+l)(21+l)] ^
J  0(u^)55^(Ri2) gS2”^Ri2) RÎadR.a
(3.19)
Los coeficientes que aparecen en esta relaciôn. goo (R12) y 
(u^)oo^(Ri2 ). se obtienen désarroilando las ecuaciones (3.11) y (3.12). 
respectivamente. Asi. para conseguir la expresiôn del primer coeficiente. 
partîmes de la primera de éstas. que queda c o m o
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go(Ria.ut.wa) » ^ goP^Ria) ^ (-1)** [-Ù » ^ ] * 
mnl poX
(3 20)
P a n . el caso particular de los armônicos esféricos general izados. 
en los que uno de los subindices es cero. se cumple [64-68] que
donde (8.4) = Y^(w). son los armônicos esféricos ordinarios.
Sustituido esto en la relaciôn (3.20) y operando con alguna de 
las propiedades de los armônicos esféricos. obtenemos
(-1)“"" /4?" g8S“^(R,2)
g o ( R i2.wi ,W2) =  4 w  )  2 —  / C(Bnl;>Ai»X)
<3.22)
donde C(...:... ) son coeficientes de Clebsch-Gordan (OC) [66]. que estén 
relacionados de una forma send 11a con los simbolos 3j de Wigner [31.67.68] 
por
[ i: «  i ] ■ (3.23)
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De relaciones que se pueden encontrar en las referencias [31] y 
segunda de [12]. el coeficiente go3"^(Ria) se transforma en
gSr^R.a) 3 (-1)“*" {(2m+l)(2n+l)(21-M)}^ y C(iml:t-tO) g^JR,,) (3.24)
t
en la que el indice t varia desde -min(m.n) hasta min(m.n). y g^^(Ria) son 
los coeficientes armônico-esféricos del désarroilo de la funciôn de distri­
buciôn molecular par. referidos al sistema de coordenadas axial (molecu-
laur).
Operando de igual forma, pero haciendo uso de la ecuaciôn (3.12). 
podemos obtener el otro coeficiente que aparece en la relaciôn (3.19). Este 
coeficiente viene dado por
( u % \ R . a )  = (-1)®^" ((2m+l)(2n+l)(21+l))^ J C(mnl : t’-t G) u^^.(R,a)
t '
(3.25)
Teniendo en cuenta estas ecuaciones. para moléculas lineales y 
potenciales de igual simetria (cilindrica o mayor). el primer término del 
désarroilo de perturbaciones queda de la forma siguiente
A
NkT
-»2rp y (-1)®^*^^ [y C(«nl:t-tO) g^^(R.a)] X 
 ^ D»1 J" t
[y C(mnl:t‘-t-0) u|^j.(R,a)] rÎs dR,a (3.26)
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Por las relaciones de ortogonalldad de los coeficientes de
Clebsch-Gordan (OC) [31.66-66], se debe cuaplir
y y C(lilal:n.B,a) C(l.lal:a(aim) » (3.27)
1 B
con lo que aplicando ésta en la (3.26). résulta que todos los sumandos son
cero. excepto aquellos en los que t * t'. con lo que
— =2wp- }  l  
NkT ^
en la que p" = pd^ y R** s Ria/d. siendo d el diàmetro atômico. esto es. el 
diémetro de las esferas duras que fonnan las moléculas del fluido. Esta 
relaciôn coincide plenamente con la dada por Sandler [36].
Una vez particularizada a moléculas lineales la relaciôn (3.18). 
nos queda por escribir ésta para fluidos con interacciones cuadrupolares. 
ya que van a ser a este tipo de fluidos a los que vamos a aplicar nuestro 
désarroilo teôrico como ya hemos indicado anteriormente. Para estos siste­
mas. y como antlcipabamos (ver final del subapartado 3.3a). los coeficien­
tes m. n y 1. que aparecen en la ultima ecuaciôn quedan definidos con valo- 
res : m = n = 2 y l =  m+n = 4.
Operando con la relaciôn (3.28) dando valorem a los coeficientes 
conocidos. sabiendo que el indice t varia, como ya hemos visto. desde -2 a 
+2 y ademés que los coeficientes con t negativo deben cumplir
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(3.29)
con lo que solo necesitamos conocer très de ellos, que ser&n para un coefi­
ciente cualquiera. X
Xmnt(R)
X 3 2 0
X2 2 1
X222
la relaciôn (3.28) queda de la forma siguiente




en la que los coeficientes 2 que aparecen en los dos ùltimos sumandos son 
introducidos para tener en cuenta a los coeficientes con t negativo. en 
virtud de (3.29).
Los coeficientes del désarroilo del potencial que aparecen en la 
expresiôn se obtienen de forma send 11a (ver apéndice C) y vienen dados por
P *♦ ®
U32o(R ) a --- Q R
5
U221 (R ) - ——  U22o(R ) 
3
U233(R ) =   U33o (R )
(3.31)
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{3gSao(R**) > 4gS2i(R*‘) + gSa,(R*)} R* dR** (3.32)
expresiôn que coincide con la dada en [38] y que nos proporciona el primer 
término de perturbaciones para el càlculo de la energia libre de un fluido 
formado por diatôaicas hoaonucleares con interacciones cuadrupolares, en la 





donde Q es el momento cuadrupolar molecular y las restantes variables ya 
estàn definidas con anterioridad.
Por conveniencia, vamos a escribir la anterior ecuaciôn como




AAi s — -
15
{ 3gSao(R ) + 4gSai(R ) gl2a(R )} R dR (3.35)
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en la que la Integral depende unicanence de p a través de los coeficientes 
g“j^ (R**) del sistena de referencia.
3.5b Contribuciones de segundo orden. Fluidos cuadrupolares
Del exajnen de la ecuaciôn (3.8), es obvio. que una expresiôn para 
el segundo término de perturbaciones équivalente a la obtenida en (3.18) 
para el primero, séria considerablemente màs compleja y tediosa de obtener 
en su forma general, por lo que. en la présenté memoria. nos limitaremos al 
caso de moléculas lineales. utilizando aproximaciones ya propuestas y estu­
diadas por Valderrama y Seuidler [38] para este término.
Para moléculas lineales. como ya hemos visto, u = u = 0, de modo 
que el désarroilo de la funciôn de distribuciôn molecular en armônicos 
esféricos queda de la forma
go(Ri2 .wi.W2 ) = 4w y Kklm^'^'^) '^ Im^ "*^  (3.36)
klm
en la que los coeficientes g°^^(R:2 ), como ya se ha dicho. estàn referidos 
al sistema de referencia axial.
Siguiendo a esos autores [38], escribimos la ecuaciôn (3.8) para 
moléculas lineales con interacciones electrostàticas, en la forma
As Ai Ai ’





* -»P 2 
klmNkT
y Ai'/NkT conciene los otros términos que aparecen en la expresiôn citada;
son los coeficientes del désarroilo en armônicos esféricos del 
produc to de la funciôn de distribuciôn par. g(R**.wi.wa) y el potencial de 
perturbaciôn u^(R**.wt.ws). los cuales pueden ser escrltos como
C^,JR") •  I  I  G(ljk/lmn) uJjj^ (r") g=^(R") (3.39)
ijk Imn
C(ijk/lmn) = {(2i+l)(2j+l)(21+l)(2mfl)(2r+l)(2s+l))^ [ k -î i ] *
[ i U ]  ( i - ” ] (340)
Para un fluido de diatôaicas duras hoaonucleares con interaccio­
nes cuadrupolares. Valderrama y Sandler [38]. encuentran. por considera- 
ciones numéricas. que el término dominante en (3.37) es el primero. por lo 
que deciden ignorar el otro (Ai /NkT). Ello singilifica no tor lamente los 
célculos. facilitando el manejo de la teoria. Nosotros lo adoptamos aqui, 
oaitiendo ademés la expresiôn de este término. para no conqplicar innecesa- 
rlamente este désarroilo teôrico. Tomamos pues
** r
 at ~vp )
kl.
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( 3  4 1 )
Esta ecuaciôn serà vàlida para calcular. de forma ^roxiaada. la 
energia libre del segundo término del désarroilo de perturbaciones para 
sistemas compuestos por particulas lineales con Interacciones electrostéti-
Al Igual que en el caso de Ai, para particularizar el resultado 
anterior a fluidos lineales con interacciones cuadrupolares. unicaænte 
hemos de seleccionar los coeficientes del désarroilo de la funciôn 
C(Ri2 .wi.wa). dados por (3.39). Los indices conocidos para este caso en 
particular son
i = j = r = s =  2
k varia desde -min(i.J) a min(i.J) — * 0. ±1. ±2 
t " -min(r.s) a min(r.s) -- ► 0. +1. ±2
Por otro lado. de (3.29)
GrstC*") = G,,,(R")
con lo que solo necesi tamos obtener las exprès iones de los coeficientes 
U2 2 0. Û221 y Ù2 2 2. y donôe aparezcan estos dos ùltimos. nultiplicaremos por 
dos. para asi tener en cuenta los coeficientes con t negative.





at -wp u^aaa(R )Gaaa(R ) * 2uaa>(R }Gaai(R )
U2aa(R*‘)Gaaa(R*‘)] R***dR** (3.42)
Sustituyendo en esta expresiôn los valores de los coeficientes 
del potencial cuadrupolar dados en (3.31), obtenemos
Aa
NkT
as -w p {uaao(R ) (C2ao(R ) + — Caai(R ) + — Gaaa(R )} R dR
3 3
(3.43)
Operando con esta relaciôn, dando valores a los coeficientes G^ ^^  
(ver apéndice D) y uaao. se obtiene
Aa
NkT
as -2wp** Q** AAa (3.44)
donde
AAa = (16/2205) j^[343 + 140/5js‘’ïoo(R*‘) + 92g§«(R**) + 96g8a,(R**) +
144g§«(R**) + 126gSSo(R*‘) + 60/%Sao(R**) + 80/6^ SÏi (R**) +
80/3iS«(R*‘) + 181gSÎo(R*‘) + 296g2Îi(R*) + 164gS«(R") +
56g2«(R‘*) + 14g2?4(R“)] gooo(R**) R** dR** (3.45)
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en la que
La expresiôn anterior nos proporciona el segundo término del 
désarroilo de perturbaciones en la aproximaciôn (3.41). para fluidos linea­
les con interacciones cuadrupolares en funciôn de los coeficientes 
armônico-esféricos del désarroilo de la funciôn de distribuciôn molecular 
par, cuando éstos estén referidos al sistema de referencia axial.
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CAPITVLO 4
EL SISTEXA DE SEFEBEMCIA. AFBDKDUCICR RAN' Y SDOJLACIGN Elf OKDBfADOK
4.1 IlTTRODUOCIOIf
Para coopletar el esquena teôrico para el càlculo de las propie­
dades termodinàmicas basado en la teoria de perturbaciones presentada en el 
capitulo anterior, es precise conocer la estructura (funciôn de distribu­
ciôn par) y propiedades teraodinàaicas del sistena de referencia (no esfé­
rico). Para un fluido como el que se aborda en este trabajo, compuesto por 
moléculas diatômicas homonuc1 ear es duras (dos esferas duras fundldas) con 
un cuadrupolo lineal puntuai (ideal), el fluido de referencia natural es 
obvlamente el propio sistema a estudiar, sin cuadrupolos; precisamente ei 
mismo euioptado en la primera parte de esta memoria, si bién ahora, por 
exigencias de la propia teoria, nos interesa la funciôn de distribuciôn 
molecular par, go(Ria,wi,wg) (en este caso, sus coeficientes armônico-esfé­
ricos) en lugar de las funciones de distribuciôn àtomo-àtomo.
Como ya hemos precisado al tratar en la primera parte sustancias 
diatômicas con interacciones de corto alcance (Lennard-Jones), para un 
sistema de diatôaicas duras hoonnucleares, existen en la bibliografia tq>ro- 
ximaciones para la ecuaciôn de estado que producen buenos resultados, como 
la propuesta por Boublik y Nezbeda (BN) para cuerpos convexos [49], ya 
aplicada y definida en el capitulo 2. Nuestro problema por lo tan to se
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circunscrlbe «sencialaente al càlculo de la funciôn da distribuciôn molecu­
lar par, en concrete, a sus coeficientes armônico-esféricos para el poten­
cial no perturbado u"(Ri2 .wi,wg). Los estudios hechos bas ta ahora para 
estos modelos de fluidos cuadrupolares, han usado coeficientes simulados 
[37,38]. Obviaaente, este cam1no conduce a resultados 'exactes* para las 
diferentes contribuciones en el désarroilo de perturbaciones. Sin embargo, 
esta via de càlculo présenta el inconveniente bién conocido, de que el 
simuler un sistesm de referencia no esférico, requiere frecuenteaente es-
fuerzos de càlculo casi comparables a simuler el sistema real, por lo que
es preciso encontrar alternatives teôricas que simpiifiquen su evaluaciôn.
Los ùnicos intentes de obtener por via teôrica las propiedades
estructurales del sistema de referencia, parecen limitarse a los realizados 
hace algunos anos por Rasaiah et al. [72] y por Sandler [36], en los que 
utilizan la técnica de la funciôn Blip [73.74]. Este método exige resolver 
numericamente la compleja ecuaciôn Blip (vease la ec. (2.18) de esta memo­
ria), lo que conlleva un importante volumen de càlculo. Lado [75], también 
ha calculado estos coeficientes resolviendo la ecuaciôn integral de la 
cadena hiperret icu lada de referencia (RHNC), pero con resultados no del 
'"do satisfactorios al no disponer de un büén sistema de referencia.
En este trabajo, nosotros proponemos usar la teoria RAM 
(Reference Average Mayer function), tantién llamada désarroilo f [31], para 
aproxlmar los coeficientes g^^^(R). Esta técnica, es relativamente fàcil de 
manejar, y después de los trabajos de Melnyk, Smith y Nezbeda [32-34], en 
su forma reducida aparece como un camino apropiado para calcular las pro­
piedades estructurales angulo-dependientes de este tipo de sistemas. La
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teorla ea bién conoelda y en la forma que serA usada aqui, puade 
encontrar me con todo detalle en la referencia [34], Unicaænte. con objeto 
de complétât el esquema, reserSaremos algunas de sus exprès iones màs 
relevantes.
4.2 nJM-lfros BASIOOS DE LA TEORIA RAM'. PROCRSAIX) EW ORIEXADOR
Dada una funciôn potencial dependiente de orientaciones y posi­
ciones, uo(R,wi,ws), se construye un potencial esférico v q (R), dependiente, 
por tan to, solo de la distancia entre centros moleculares, promediando 
respecto a las orientaciones el factor de Boltzmann, e(R,wt,ua) » 
exp[-0u°(R.w* w,)]. Asi,
0vo(R) = - l n < e x p [ - 0 u o ( R , « i (4.1)
Para un fluido de diatômicas duras homonuc1eares, el potencial 
vo(R) asi obtenido, puede verse en la figura 4.1 para très geometries dife­
rentes. Este potencial se anula para la distancia reduc ida 1+L®, y comienza
a tener valores finitos a partir de la distancia de méximo acercamiento
min” /2)*.
Para el càlculo de los g^^^(R) en la teoria RAM, bay dos posibles 
désarroilos [32-34] para estos coeficientes, basados uno en el désarroilo 
en serie de perturbaciones en tomo a vo(R), de la funciôn g(R,w, ,ws), y 
otro. el que adoptaremos aqui, en el que el désarroi lo se hace sobre la 











La teoria RAM proporciona dlrectaaente lorn coeflclentes 
del desarrollo de g(R.w,.wa) en armdnicoa etférlcos. Para el potenclal no 
perturbado, uo(R.wi.wa). deflnido en la ecuacidn (3.1), y usando la fonaa 
reduclda de les coeficientea g^^^(R)
*kî«t"î • < i„(R)''«8oo(R) (4.2)
la teoria RAM, en primer orden de perturbacionea en tomo a vo(R) dà 
[32-34]
mëüc





J^(R) = s' yo(S) Af^(S) dS j" PJx) ho[(R' + S' -2RSx)*] dx (4.4)
n+k n+1
'  I <..C I Smj. * I 'ütaO) «).). (4 51
j=ln-k| J»|n-l|
( 4  « I
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<[«(12) - «o(R)] P„(cose)>^^^ (4.7)
eo(R) = exp[-vo(R)] (4.8)
yo(R) = go(R)eo(R) (4.9)
ho(R) = ga(R) - 1 (4.10)
r (2k+l)(2j+l).
Q,i^ , = ------------ C( jkl :mom) C(jkl:ooo) (4.11)
l 4v(21^ l) J
En esas expresiones C(jkl:mnp) son coeficientes de Clebsch-Gordan 
en la conveneiôn del Rose [66] - deflnidos en el capitule anterior : P^(x) 
es el pollnomio de Legendre de orden n; e^^^ son los coeficientes armdnl- 
co-esférlcos del désarroilo del factor de Boltzmann. e(R,wi.ua) = 
exp[-0uo(R.wt,ua)], y go(R). es la funclôn de dlstribuclôn del potenclal 
promedio vo(R). deflnido por la ecuaciôn (4.1).
La teoria RAM. es un canlno bas tante preciso para calculer la 
dependencla orientacional de la funclôn go(R.w: .wa) [32-34], pero falla 
cuando se qulere predeclr la cooponente radial gooo(R). necesaria para 
obtener en esta aproxlmaclôn los coeficientes g^^^(R). Afortunadamente, 
para nuestro sistema, esta funclôn puede ser aproxlmada con buena preclsiôn 
por [34]
gooo(R) = go(R) (4.12)
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que usarenos en todos los càlculos. La funclôn go(R). se obtuvo por dos 
camlnos dlferentes. Teôrlcanente. resolvlendo la ecuaciôn Integral de 
Percus-Yevlck (PY). y por sleulaclôn en ordenador. De este aodo nos ha sldo 
poslble establecer el alcance que la aproxlmaclôn PY a go(R). tlene en las 
propledades estructurales del fluldo de referenda y sobre todo. en el 
esquesB teôrlco que proponesns. sobre las propledades tensodlnAmlcsis del 
sistema cuadrupolar.
4.2a Prograsa en FORTRAN para el orocesado de la teoria en ordenador.
Para procesar en ordenador la teoria RAN, fué preciso escrlblr y 
poner a punto un complejo prograsa en FORTRAN (Prograna RANY) Integrado por 
un prograsa principal y quince subnitinas y subprogramas. Partlendo del 
potenclal no perturbado uo(R,wt,wa), y de la funclôn de dlstribuclôn radial 
go(R) correspondlente al potenclal medlo vo(R) » <uo(R,w* como
Infornaclôn de entrada (INPUT) (para el côlculo, tanblén en ordenador, de 
go(R). ver la secclôn sigulente), proporciona como resultado final (OUTPUT) 
los coeficientes g^"^(R) para uo(R.wi,w,).
La estructura y esquesa de funclonaaiento del mlsao se resume en 
el organlgrama de la figura 4.2, en la que se puede ver lo complejo del 
prograna preparado, a pesar de no taberse expuesto el flujo del mlsmo de 
una forma màs désarroilada para no hacer demasiado extenso el proplo orga- 
nigr
El prograna cons ta de alrededor de 2000 llneas, en el que en el 
principal se dan los datos Inherentes al c&lculo de los coeficientes, como
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Figura 4.2
Orgi^ nigraii» H,I nr«rra—
Numéro de densidades, 
Geometrla del sistema.
Niueero de coefic. a calculer. 
RNIN, RNAX y AR en la tabla 
INFHI. INOOT. etc. numéro de 
punto» de las dlferentes 
integraciones y sumatorias.
DATOS !
Tabulaciôn de los coeficientes g^^^(R)






Figura 4.2 (continuaciôn) 
<^Subr. GKLM^
TABLA: Lee los datos X(I) 
y W(I) de los polinoaios de 
Legendre, para Integraclôn 
por Gauss-Legendre.
/ Subr. TABLaX. 
--\Subr. TRIG f
TRIG: Tabula expre­
siones en las que
Intervlenen scnos 
y cosenos de 6t y
0a y fia
C&lculo de QIkji
C œ f . CG — —  —•
Tabulaciôn de yo(S) y Af^^(n.S)
C&lculo del promedio 
de la exponencial 
del potenclal.
--------- <^Subr. X T E O ^ ---^Subr. E X P U ^
C&lculo de la funclôn
h(R* ♦ S* - 2RSx)^ e 
integraclôn por Gauss 
de la integral en la 
que ésta aparece.
C&lculo de los coeficien­
tes e^j^(R) haciendo uso
de la funclôn FLM (Funcio- 
nes asociadas de Legeixire)
C&lculo de Jj(R)
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densidad del sistema, nùmero de puntos en las dlferentes integraciones 
(éstas hechas mediante el método de Simpson y Gauss-Legendre), coeficientes 
y distancias a calculât éstos, etc. En un 'DO* se van gencrando las dife- 
rentes distancias y se entra en la subrutina principal, la 'GKLN*. que es 
donde se calculan los coeficientes con la ayuda de las dea&s subrut inas y 
funciones. Algunas de estas subrutinas calculan una serie de variables 
matriciales y vectoriales en las que se incluyen ecuaciones donde aparecen 
suaas y productos de senos y cosenos de los àgulcs de Euler, fia. 8i y 6 3. 
y polinomios de Legendre. Estas matrices y vectores. v&lidas para cualquier 
distancia, evitan el càlculo repetitive en las otras subrutinas para poste- 
riores distancias, ya que como es fàcil suponer, estas variables son inde- 
pendientes de aquellas. Asi se logra un considerable ahorro de tiempo de 
computaciôn, aunque aumenta el consume de memoria. Una de estas matrices 
tiene 37x19x19 elementos. ya que el numéro de puntos utilizados en la inte- 
graciôn sobre los très àngulos fué de 37 para fi3 y 19 para los otros dos. 
01 y 02. Esta tnatriz se utiliza en el càlculo de los dlferentes coeficien­
tes del désarroi lo de la exponencial del potenclal. aparecen
en las sumatorias de la ecuaciôn (4.5). El cometido de cada subprograma se 
puede ver en el organlgrama de la figurà antes citada. Con todos estos 
subprogramas la 'GKLN* tabula los coeficientes g^^^. previamente seleccio- 
nados. en funclôn de la distancia.
El nùmero de puntos usado en las dlferentes integraciones fué 
perfectamente estudiado evaluando la energia libre de Helmholtz Ai. encon- 
trândose que para la integraclôn por Simpson en los dlferentes promedios 
sobre los àngulos. son necesarios. como acabemoa de senalar. 37 puntos para
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la Integraclôn en fia y 19 en Oi y 8a. Para la evaluaclôn de J^(R) en la 
expreslôn (4.4). se utlllzaron 81 puntos para el c&lculo de la primera 
integral en 'S*, con un intervalo de 0.02d y has ta una distancia m&xima de 
1.6d. Esta es suficiente. ya que para distancias mayores. la cantidad 
Af^^(S) es nula. Para la segunda integral de esta relaciôn. la integraclôn 
se hace por el método de Gauss-Legendre con 12 puntos.
Otro de los par&aetros que se fijô fué el n^ ^  (n^ ^ »8) de la 
relaciôn (4.3). Hay que hacer notar que por razones de simetria para molé- 
culas diatômicas homonucleares. como en el présenta caso. las funciones 
son nulas para valores impares de n".
Fijados estos par&metros. el programa consume aproximadamente 5 
segundos en la evaluaclôn de los trece coeficientes para
calcular los dos primeros téminos del desarrollo para cada distancia. en 
el ordenador CDC CYBER 180/855 del C.S.I.C. Si se llega en la tabulaciôn de 
éstos has ta 3d. con un AR**=0.02d a partir de R**«0.9 . el programa tarda 
alrededor de 500 segundos en su evaluaclôn.
4.3 FWCIOW DE DISTRIBUCION RADIAL DEL SISTEMA DE REFEREWCIA
4.3a ABTgiaroslén PY a gn(RJ
Para un potenclal como el vo. dependiente solo de distancias. la 
ecuaciôn de Percus-Yevick es
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h(r) = c(r) * pj h(s) c(|r-s|) da (4 13)
con la relaciôn de cierre
c(r) = g(r){l - exp[-Du(r)]} (4.14)
PuesCO que la ecuaciôn (4.13) es una convoluciôn, puede resolver­
se numericanente de modo iterative, bién en el espaclo de configuracita o 
en el de Fourier. Pues to que esta ûltina via ofrece ventajas claras sobre 
la primera (sobre todo desde que se dispone de subrutinas ràpidas para las 
inversiones de Fourier, lais conocidas como FFT (Fast Fourier Transform)), 
la seguiremos aqui. Como es habituai, como soluciôn inicial para el proceso 
iterativo hemos tomado la soluciôn PY a densidad cero
g(r) = exp[-0u(r)] (p=0). (4.15)
expresiôn que se sigue directamente de (4.13) y (4.14) para p = 0.
Si definimos en la forma habituai por
X(k) = 2w exp(-kr) X(r) rdr (4.16)





exp(-kr) X(k) kdk, (4.17)
la ecuaciôn (4.13) se transforma directamente en,
h(k) . Z(k) + ph(k)c(k). (4.18)
ecuaciôn de PY en el espacio de Fourier. Como bién es conocido [76]. la
soluciôn numérica a este tipo de ecuaciones intégrales, se facilita si en
lugar de trabajar directamente con h(r) (o g(r)) se opera con la funciôn.
s(r) » h(r) - c(r) (4.19)
de estructura m&s simple que la h(r). En términos de esta funciôn. la ecua­
ciôn (4.18) se escribe como.
Pc(k)
s(k) = ----- :-- . (4.20)
1 - pc(k)
forma en la que hemos resuelto la ecuaciôn PY para nuestro potenclal de 
referenda RAN. vo(R).
El método numérico de resoluciôn utilizado ha sido el de Broyles
[77] en él que la soluciôn inicial s^^  ^ para la iteracciôn 1+1'. se
construye mezclando las funciones de salida s^  y de las dos iteraccio- 
nes previas 'i' e 'i-1'. es decir.
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*i+l(r) = (l-o)«i(r) + o«j_j(r) (4 21)
en la que a (0  ^a  ^ 1) es el partoetro de mezcla. El proceso iterativo 
prosigue has ta una Iteracciôn k+1 ' tal que, si 6  ^0 es la cota de error 
fijada. se cunple
- s (^r) i t. (4.22)
en cada punto del intervalo de distancias. Como criteria de convergencia, 
se ha tomado en todos los casos 6=5x10'*, valor que asegura una buena pre­
cision en g(r).
El modo de procéder, bién conocido. puede esquematizarse en los 
siguientes pasos:
a) Conocida s(r) se calcula s(k) y mediante la ecuaciôn (4.20) se 
obtiene c(k).
b) Deshaciendo la transformada en c(k). se calcula c(r). que con 
s(r) y la ecuaciôn (4.19) da h(r). o lo que es lo mismo. g(r).
En los càlculos se usaron los siguientes valores para los princi­
pales paràmetros:
—  Nùmero de puntos en la evaluaclôn de las transformadas 
directe e inversa de Fourier'- 512
—  Distancia màxima a la que se llegô en la integraclôn: 10.24d 
con un espaciado Ar = 0.02d.
— a. paràmetro de mezcla. habituaIntente toma el valor de 0.9 
aunque muchas veces. y para lograr la convergencia. se
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uaaron valores mucho menores.
El nùmero de iteracclones depends de la densidad del slstesa.. 
ausmntando rapidamente con ésta. Para asegurar la convergencia. a la vex 
que disminulr en lo poslble el nùmero de iteracclones (una iteracciôn cues- 
ta aproximadamente 29 segundos utilizando el método de Lado [78] Ô 9 segun­
dos. si se hace uso de la FFT [79] en un ainiordenador HP-1000), ha sido 
necerario procéder de menores a mayores densidades. comendo a cada densidad 
como soluciôn inicial la previamente obtenida para la Inmediatamente 
inferior, procediendo de acuerdo con el siguiente esquema
g(r) (p a 0) --- - g(r) (pi) --» g(r) (pa) ---  ...    g(r) (p )
con Pi < Pa < ... < p^ .
Para comprobar el buen funcionamiento del programa. se compararon 
los resultados con los de la referenda [80]. donde los au tores utilizan la 
teoria RAM de orden cero. En la figura 4.3 se dibujan ambas series de 
resultados para una diatômica homonuclear dura con una elongaciôn L** = 0,4 
y para una densidad p** = 0.5 (los resultados dados en la figura citada por 
[80], se toman directamente de la gréfica 3). Los valores son perfectaaiente 
concordantes, con lo que podemos decir que nuestro programa es capaz de 
producir unos resultados altamente satisfactorios para la funciôn de 
dlstribuclôn del potenclal promedio. Los au tores en [80] observan que al 
aiaeentar la elongaciôn. la concordancia entre siaulaciôn y teoria empeora. 
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4.3b jor m, 4? gfl(g)
Para el c&lculo de la funciôn de dlstribuclôn radial del sistema 
de referenda, hemos usado tastiôn la técnica ’pseudoexperlmental ' del 
método de simulaciôn, en este caso. el de Dinémica Molecular (IM). descri to 
en el capitule 2. Hesus partido de un programa estindar de esta técnica de 
simulaciôn, preparado para el c&lculo de propledades termodin&micas y 
estructurales de fluidos simples, con interacciones tipo Lennard-Jones, 
donde el potenclal de interacciôn se daba de forma analitica. Como en
nuestro caso el jx>tencial vo(R), deflnido en (4.1) no es de este tipo, lo 
tenemos que tabular para todas las distancias necesarias e introducirlo 
como tabla en el propio programa de simulaciôn. Para comprobar que es to es
correcte, se hicieron c&lculos en determinadas condiciones, usando el
potenclal LJ en forma de tabla y se diô como dato en el programa. En la 
tabla 4.1 se muestran los resultados obtenidos para un sistema LJ con
nuestro programa comparados con los de Verlet [81] y en la figura 4.4 puede 
verse el perfeeto funcionamiento del sistema de c&lculo. cuando se cœparan 
a los dados por ese au tor. La diferencia existante entre las tempera turas 
reducidas, es debida a que dos simulaciones por este método de DM, conduce 
inevitab 1 emente a temperaturas prôximas pero distintas, a no ser que se 
hiciera un extraordinario numéro de pasos en la simulaciôn. En la columna 
1, se muestran los resultados obtenidos por Verlet [81] en su simulaciôn de 
864 particules para la densidad p" = 0,88 y una temperatura reducida T** = 
0.936 mientrais que en la 2 se pueden ver los obtenidos por nosotros en la 
puesta a punto del programa.
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Tabla 4.1
Funciôn da dlstribuciôn para un fluide W  calculada por DM 
a p** a 0,88 y las temperaturas T**a 0.936 [81] y T**aO,912 (este trabajo). 
columnas 1 y 2 respectivamente.
r" 1 2 R* 1 2 R* 1 2
0,84 0,000 0,000 1.44 0,621 0,628 2,00 1,268 1,255
0.88 0,000 0,000 1,48 0.595 0.593 2.04 1,284 1,287
0,92 0.048 0.031 1,52 0,574 0:578 2.08 1.277 1,267
0,96 0,520 0,487 1.56 0,583 0,594 2,12 1,248 1.240
1,00 1,691 1.697 1.60 0.601 0,612 2,16 1,194 1,183
1,04 2,682 2,751 1.64 0.645 0,658 2.20 1,132 1.120
1.08 2.899 2,921 1,68 0,702 0,716 2,24 1,066 1,056
1.12 2,584 2,577 1.72 0,771 0.780 2,28 0,994 0,985
1.16 2,111 2,113 1,76 0,857 0.863 2,32 0,934 0,942
1,20 1,682 1,664 1,80 0,946 0,959 2,36 0,890 0,887
1.24 1,337 1,303 1.84 1,039 1.046 2,40 0,851 0.858
1.28 1,093 1,057 1.88 1,114 1,111 2,60 0.878 0,880
1.32 0,905 0,889 1.92 1,178 1.179 2.80 1,046 1.044
1.36 0,770 0,761 1,96 1,236 1,231 3,00 1.101 1.099
1.40 0,677 0,678
El c&lculo de go(R) para nuestro potencial promedio vo(R), se 
hace a varias densidades, todas ellas dentro del estado liquida, y para una 
molécula diatômica homonuclear de elongaciôn = 0,6. Nuestra muestra fué 
para este caso de 216 particules, colocadas inicialmente en una red cùbica 
simple.
Los sistemas simulados fueron para cuatro densidades: 0,2 , 0.3 
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proaadiando unas 400 veces la funclôn de dlstribuclôn go(R). Los côlculos 
se hicieron en un ordenador CDC CYBER 180/855 del Centro de C&lculo Elec- 
trônlco del CSIC. y cada densidad consualô alrededor de 6 horas de CPU.
4.3c Resultados PY v DM para gofRl
Algunos de los resultados obtenidos para la funclôn de dlstribu­
clôn del sistema promedio. go(R). se muestran en la tabla 4.2. En la figura 
4.5 se observa el comportanlento de la go(R) calculada por DM para la geo­
metrla citada y densidad m&s al ta (p" = 0.5} f rente al de la dada por la 
resoluciôn de la PY. Este comportamlento es bas tante parecldo. al menos 
cualltatlvamente. siendo cuantltativamente menos concordante, debldo es to 
ultimo, a las desvlaclones que Introduce la aproxlmaclôn PY, que se 
acentuan con la anlsotropla molecular y la densidad del sistema [80].
4.4 SIMULACION POR MC DE LOS COEFICIENTES DEL DESARROLLO EN
ARMOWIOOS ESFERIOOS DE LK FUNCION EÆ DISTRIBÜCICTt MC&ZCULAR 
PAE.
En los apartados 4.2 y 4.3, hemos descri to los pasos necesarios 
para poder calcular los coeficientes armônlco-esférlcos de la funciôn de 
dlstribuclôn molecular par de forma teôrlca por la RAM. En el présente se 
V9 n descrlblr brevemente como se pueden calcular éstos por simulaciôn via 
MC [82] y se van a dar las condiciones utllizadas en estas simulaciones MC
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Tabla 4.2
Funciones de dlstribuciôn del potenclal promedio 
obtenldas por EM y PY
P*-0.200 p’*-0.300 p"=0.4263 p^-O.SOO
R** DM PY DM PY DM PY DM PY
0.90 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.92 0.001 0.000 0,001 0.000 0.003 0.000 0.003 0.001
0.94 0.004 0.002 0.006 0.004 0.014 0.006 0.023 0.008
0.96 0.009 0.008 0.019 0.013 0.044 0.021 0.073 0.028
0,98 0.026 0.023 0.049 0.034 0.102 0.066 0.159 0.074
1.00 0.061 0.050 0.087 0.073 0.204 0.120 0.292 0.159
1.02 0.097 0.090 0.170 0.132 0.347 0.213 0.505 0.280
1.04 0.147 0.140 0.255 0.202 0.493 0.322 0.686 0.419
1.06 0.201 0.193 0.333 0.277 0.626 0.434 0.855 0.560
1.08 0.250 0.253 0.407 0.358 0.756 0.553 1.012 0.706
1,10 0.344 0.318 0.513 0.446 0.876 0.678 1.108 0.857
1.12 0.387 0,379 0.596 0.525 0.988 0.786 1.249 0.984
1.14 0.483 0.450 0.681 0.616 1.105 0.906 1.354 1.123
1.16 0.548 0.522 0.799 0.706 1.185 1.022 1.447 1.252
1.18 0.629 0.596 0.872 0.796 1.249 1.132 1.494 1.371
1.20 0.689 0.675 0.948 0.891 1.338 1.245 1.573 1.489
1,22 0.766 0.750 1.061 0.978 1.418 1.341 1.623 1.585
1.24 0.861 0.829 1.104 1.069 1.472 1.438 1.659 1.678
1.26 0.885 0.909 1.211 1.158 1.549 1.528 1.677 1.759
1.28 0.999 0.984 1.264 1.237 1.574 1.601 1.657 1.817
1.30 1.055 1.048 1.339 1.301 1.590 1.650 1.685 1.846
1.32 1.132 1.104 1.375 1.354 1.616 1.683 1.644 1.855
1.34 1.191 1.150 1.395 1.392 1.589 1.694 1.611 1.840
1.36 1.230 1.189 1.413 1.421 1.587 1.694 1.583 1.812
1.38 1.230 1.222 1.424 1.442 1.559 1.684 1.501 1.772
1.40 1.263 1.248 1.429 1.454 1.534 1.661 1.494 1.721
1.42 1,258 1.267 1.431 1.458 1.498 1.630 1.428 1.661
1.44 1.260 1.282 1.431 1.456 1.472 1.594 1.387 1.598
1.46 1.292 1.293 1.415 1.450 1.404 1.553 1.314 1.532
1.48 1.283 1.296 1.401 1.435 1.369 1.505 1.282 1.461
1.50 1.291 1.297 1.392 1.419 1.330 1.457 1.212 1.391
1.52 1.284 1.291 1.365 1.396 1.276 1.403 1.182 1.319
1.54 1.300 1.285 1.347 1.372 1.244 1.352 1.127 1.251
1.56 1.261 1.273 1.324 1.344 1.190 1.298 1.102 1.184
1.58 1.258 1.259 1.281 1.313 1.168 1.245 1.055 1.120
1.60 1.256 1.242 1.250 1.281 1.116 1.192 1.010 1.059
1.62 1.228 1.223 1.236 1.249 1.088 1.142 0,968 1.002
1.64 1.206 1.205 1.197 1.218 1.050 1.095 0.950 0.952
1.66 1.178 1.188 1.173 1.188 1.023 1.053 0.914 0,907
1.68 1.183 1.172 1.151 1.160 0.984 1.014 0.889 0.868
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Tabla 4.2(continuaclôn)
p"=0,200 P**-0.300 P*-0.4263 p"«0..500
R* DM PY DM PY DM PY DM PY
1.70 1.164 1.156 1.123 1.134 0.975 0.979 0.872 0.834
1.72 1.164 1.141 1.092 1.110 0.946 0.948 0.836 0.806
1.74 1.141 1.126 1.073 1.087 0.920 0.920 0.834 0.780
1.76 1.120 1.112 1.063 1.065 0.912 0.895 0.828 0.760
1.78 1.104 1.099 1.052 1.045 0.894 0.873 0.813 0.744
1.80 1.088 1.086 1.038 1.027 0.879 0.854 0.809 0.732
1.82 1.073 1.074 1.021 1.009 0.867 0.838 0.796 0.723
1.84 1.079 1.063 0.987 0.994 0.857 0.825 0.809 0.718
1.86 1.062 1.052 0.989 0.979 0.851 0.814 0.794 0.715
1.88 1.036 1.042 0.971 0.966 0.851 0.805 0.807 0.716
1.90 1.039 1.033 0.960 0.954 0.851 0.799 0.799 0.719
1.92 1.020 1.024 0.952 0.944 0.833 0.795 0.802 0.725
1.94 1.008 1.016 0.962 0.934 0.845 0.793 0.812 0.733
1.96 0.997 1.008 0.934 0.926 0.837 0.793 0.832 0.744
1.98 1.005 1.001 0.942 0,919 0.841 0.795 0.833 0.756
2.00 0.999 0.994 0.927 0.913 0.856 0.799 0.841 0.770
2.02 0.977 0.988 0.923 0.908 0.853 0.804 0.852 0.785
2.04 1.005 0.983 0.923 0.904 0.859 0.811 0.860 0.802
2.06 0.990 0.978 0.924 0.902 0.869 0.819 0.893 0.820
2.08 0.977 0.973 0.915 0.900 0.878 0.828 0.904 0.839
2.10 0,965 0.970 0.906 0.899 0.887 0.839 0.917 0.859
2.12 0.966 0.966 0.907 0.899 0.898 0.851 0.928 0.880
2.14 0.972 0.964 0.922 0.900 0.909 0.863 0.932 0.901
2.16 0.966 0.961 0.932 0.901 0.922 0.877 0,964 0.923
2.18 0.943 0.960 0.921 0.904 0.931 0.891 0.980 0.944
2.20 0.961 0.958 0.923 0.907 0.945 0,905 0.987 0.966
2.22 0.952 0.957 0.932 0.911 0.957 0.920 1.019 0.987
2.24 0.961 0.957 0.939 0.915 0.960 0.935 1.020 1.008
2.26 0.963 0.957 0.940 0.920 0.979 0.950 1.038 1.027
2.28 0.962 0.957 0.944 0.925 0.991 0.965 1.057 1.046
2.30 0.955 0.957 0.942 0.931 0.994 0.980 1.062 1.064
2.32 0.967 0.958 0.954 0.937 1.014 0.994 1.060 1.080
2.34 0.960 0.960 0.959 0.943 1.028 1.008 1.076 1.095
2.36 0.971 0.961 0.950 0.950 1.036 1.021 1.083 1.109
2.38 0.974 0.963 0.960 0.956 1.044 1.034 1.094 1.120
2.40 0.968 0.965 0.973 0.963 1.051 1.045 1.091 1.130
2.42 0.967 0.967 0.983 0.970 1.052 1.056 1.089 1.137
2.44 0.974 0,969 0.986 0.976 1.057 1.065 1.091 1.143
2.46 0.989 0.971 1.006 0.982 1.071 1.073 1.082 1.146
2.48 0.991 0.974 0.994 0.989 1.072 1.080 1.091 1.148










La auestra en este caso cons ta de 256 noléculas dispues tas en 
una red cùbica centrada en las caras. caracteristicas siailares a las de 
las simulaciones del capitule 2 para el càlculo. en aquel caso. de las 
funciones de distribuciôn centro-centro La elongaciôn es. ces» en el caso 
de la siaulaciôn por DN del apartado anterior. L** = 0.6. En la tabla 4.3 
pueden verse los de tal les de las sissilaciones llevadas a cabo.
Tabla 4.3
Caracteristicas de las simulaciones para el càlculo de los ^^(R).
N° configuraciones xlO*^
Rfi/dP Equi1ibrado Càlculo
0.2 600 1800 4
0.3 600 2100 4
0.4263 1050 3000 4
0.5 1000 4000 4
La aceptaciôn fué. como en las otras simulaciones. de —40% y la 
tabulaciôn de los coeficientes fué desde R^^^ = 0.9 basta un radio de corte 
R^/d de 4. como indicanos en la tabla citada. con espaciado de AR s 0.02d. 
El programa calcula el coeficiente gooo(R). que es la cooponente radial 




donde Y^(w) son, cosn siempre. los armânicos esférlcos (coaplajo conjuga- 
do) y la cantidad entre corchetes indica promedios calculados sobre todas 
las moléculas que se encuentran en la corteza comprend i da entre R-AR/2 y 
R+AR/2.
Los resultados obtenidos por MC y teoria RAM para algunos de los 
coeficientes g^^^(R) se representan en las figuras 4.6—4.8. en las que las 
eurvas en linea continua representan los coeficientes RAM calculados con 
go^. siendo las representadas a trazos las RAM (go^^^). En la primera de 
éstas. se muestran los dados por la RAM en sus dos opciones para la go(R) 
ya descri tas. mientras que en las otras dos. se comparan los resultados RAM 
con (go^ ) y (go^ **). respectivamente. f rente a los 'exactos* Estos
resultados corroboran el hecho ya bién establecido desde los estudios de 
Lavik. Smith y Nezbeda [32-34]. de que para este tipo de modelos molecula­
res con interacciones de esferas duras la teoria es cualitativamente buena 
y cuantltativamente satisfactoria a distancias infer lores a 1+L**. A distan­
cias mayores a ésta . la propia naturaleza de la aproxlmaclôn RAM. impi ica
que todos los coeficientes g^^^(R) con 1 » m # 0 se anulan salvo la coopo­
nente radial gooo(R) y aquel los para los que el Indice k es par. como es
fàcil de comprobar. En efecto, a distancias de no solapamiento (R > L+d) el
potencial intermolecular para diatômicas duras es cero; consecuentestente su 
exponencial es igual a la unidad y.
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en la que las Intégrales que aparecen deben cunpllr [31]
I dw 1 si l^SaO0 si 1 6 m/0 (4.26)
con lo que, e^^^(R > d+L) / 0 si k=l=m=0. Estos coeficientes al fomar 
parte de la relaciôn (4.3) a través de (4.5). producen que todos los coefi­
cientes g^^^(R) que tengan mxO. sean nulos a estas distancias. Solanente no 
se anularàn aquel los en los que m y 1 (o m y k) sean cero. como se observa 
en las figuras citadas.
Esta particularidad de la teoria RAM puede representar un incon- 
veniente a su viabilidad como aproximaciôn al sistema de referencia de un 
fluido cuyo potencial intermolecular incluya contribuciones de muy largo 
alcance. Es to puede ser especialmente serio en el caso. por ejemplo. de 
sustancias con interacciones dipolares significativas. Por el contrario, su 
incidencia es de esperar que sea minima en sistemas con fuerzas de cor to 
alcance (fluidos Lennard-Jones. cuadrupolares, etc.). Concretamente en 
nuestro caso en que pretendemos describir el comportamlento termodinânico 
de sistemas cuadrupolares, cabe esperar (asi lo prueban los resultados) que 
sus efectos en los resultados finales sean de escasa entidad.
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CAPITVW $
RESULTADOS TEORICXB Y DE SDULACION PABA UN FUUHX) DIATCMIGO HONCmiCLEAR 
GUADRUPGLAR. QŒBCIA LIBRE DE HELMHOLTZ
5.1 IlfTRODUOCION
En el presente capitule y en el sigulente apllcainos la teoria 
désarroilada en el capitule 3 para calculer las prepiedades termodinAmlcas 
de modèles de fluides anisôtrepes cen interaccienes cuadrupolares. Las 
prepiedades estructurales. en el présente case ceeficientes araônico-esfé- 
rices del désarroi le de la funcién de distribuciôn molecular, necesarias 
para peder aplicar esta teeria se ebtienen en el capitule anterior haclendo 
use de la teeria RAM. En éste, se ebtienen les des primeros términos del 
désarroi le de perturbaciones, asi cerne, la energia libre de Helmholtz de 
exceso, para un modèle dlatômico homenuclear dure cen una separaciôn entre 
centres L** y cen interaccienes cuadrupolares. Con ebjeto de acelerar la 
convergencia de la serie, se calcula el tercer tèmlno del désarroi lo de 
forma aproximada. para poder de esta ferma aplicar la técnica de les apro- 
xinantes de Padé [72,83].
Les c&lcules tedrices se hacen para très geoswtrias diferentes, 
cen el ebjeto de poder ver la influencia de esta variable en las propieda- 
des termodin&micas. La distancia interatdsiica de estas geoowtrias en
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unidades reducidas, van desde una de L = 0.2 para un nodelo casi esférlco. 
pasando per una de L** = 0.4 de anisotropia media, has ta una de L** = 0.6 ya 
màs acusada. Es en esta ùltima geometria donde se ha efectuado un estudio 
m6s exhaustive, habiéndose llevado a cabo s1mulaciones por Monte Carlo para 
el càlculo de propiedades termodinàmicas y estructurales del sistema 
‘real*, para cuadrupolos idéales. Estas simulaciones se han hecho en condi- 
ciones similares a las realizadas por Wojcik y Cubbins [35] para un cuadru- 
polo de cargas puntuales (PCQ). Nuestros resultados son comparados a los 
dados por esos autores asi como a los de las referencias [37.38]. Las geo- 
metrias tratadas podrian representar grosso modo' a sustahcias reales. 
salvo el de elongaciôn m&s pequena. Asi. el de L** = 0.4 cor responder ia al 
nitrôgeno. mientras que el de L** = 0.6 séria para el cloro liquide. En la 
tabla 5.1 se dan los parAmetros para estas dos substancias junto a sus 
cuadrupolos. tornados estos de la referenda [84]. mientrtis que en la 5.2. 
se muestran algunas de las temperaturas m&s caracteristicas de estos flui­
des junte con los cuadrupolos reducidos correspondientes.
5.2 MCmjD MCLECUIAR
Al igual que en la primera parte de este trabajo. el sistema 
estudiado es un fluide diatômico. ahora cuadrupolar. Est& compuesto de 
diatômicas homenucleares duras formadas por dos esferas duras fundidas. con 
una separaciôn entre centres de L** = L/d. como mostramos en la figura 2.1. 
Compléta el modelo molecular un cuadrupolo ideal de momento cuadrupolar Q, 
situado en el centre molecular.
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Tabla 5.1 
Paràaetros moleculares del Na y Cla.
L* a  (A) Q (esu.cm')
Na 0.400 3.00 -1.52x10
Cla 0.600 3.60 6.14x10
Tabla 5.2
Temperaturas de fuslàm, ebulllclôn y critica. 
para el Ma y Cla. Junto a sus cuadrupolos reducidos 
correspond lentes [85].
l“ Tf Q"' Te Q"' Te Q"’
Na 0.400 63.1 0.818 77.3 0,668 126.1 0.410
Cla 0.600 170.2 1.991 238.0 1.423 417.2 0.812
Las moléculas interacclonan mediante un potencial u(R.ui.wa) que 
se define como
u(R.Ui.ua) = uo(R.«i .fc»ai) + Uq q (R.wi .«i>a) (5.1)
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en la que. como ya heaoa senalado anterloraente. uo. es el potencial del 
sistema de refercncia (sistema duro) y Uqq es el cuadrupolar definidos. 
respectivamente. por
uo(R.wi .ws) = u^g(R.w« .wa) = ^ ^ "og('^ ag) (* P “ 12) (5 2)
a P
Q r
UgQ(R.wi.ua) » — jjB 1^1 -5(co8*0t+co8*9a) - 15cos*fl» cos'Sa +
2(sen6t senOa cosfia - 4cos0t cos0a)*j (5.3)
slendo "gg(rg^) el potencial de esferas duras dado por
si r « < d
 ^ (5 4)
0 " r ^ > d
5.3 ENERGIA LIBRE DE HELMHOLTZ
En este apartado vamos a procéder al c&lculo de los distlntos 
términos del désarroilo de perturbaciones. Los dos primeros se obtienen a 
partir de las exprèsiones dadas en el capitulo 3. y el tercero se aproxima 
mediante un sistema de referencia efectivo de esferas duras cuyo diémetro d 
se ajusta convenientemente. Tastién aplicaremos la técnica de los aproxi- 
mantes de Padé [72]. para acelerar la convergencia de la serie. y poder 
calculer la contribuciôn total debida al cuadrupolo ideal para esta propie- 
dad.
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5.3a Resultados de slmlaclôn' para lA-Aj^ pl/WlcT
Con objeto de poder comprobar la validez del esqueaa teôrico 
propuesto. se han llevado a cabo simulaciones por MC para el c&lculo de las 
propiedades termodinànicas ecuaciôn de estado y energia interna configura- 
cional (ver capitulo siguiente). asi como de las propiedades estructurales 
del fluido cuadrupolar. A partir de las primeras propiedades y mediante 
relaciones termodin&micas sencillas (ecuaciones 2.15 y 2.16). es posible 
evaluar la energia libre de exceso integrando estas (ver apéndice E). Las 
condiciones de estas simulaciones han sido similares a las llevadas a cabo 
por WG [35] para su modelo de cuadrupolos de cargas puntuales y se darAn en 
el siguiente capitulo Junto a los resultados de anbas propiedades termodi­
n&micas. En éste nos limitaremos a dar las expresiones para (A-A^)/NkT 
obtenidas por integraciôn de los ajustes (ecs. 6.2 y 6.4) de los datos de 
simulaciôn para la energia interna cuadrupolar y factor de compresibi1idad. 
Estas propiedades se calculan a lo largo de la isôcora pd^  = 0.4263 e iso- 
terma Q =2. respect ivamente. Del ajuste de los resultados de la primera 
propiedad obtenidos para la isôcora mencionada una vez integrada. résulta
(MC) = -0.120Q** - 0.396Q**^  + 0.029Q** (5.5)
NkT
(0  ^ i 3.0)
mientras que para la otra propiedad en la citada isoterma. obtenemos




5.3b Contrlbuclone» de primer y  segundo orden a A
Las ei^resiones (3.34) y (3.44) nos proporcionan los dos primeros 
términos de perturbaciones para un sistema cuadrupolar. Los coeficientes 
g^ *^ (R**) que aparecen en anbas expresiones se han calculado en la aproxima- 
ciôn RAN [32-34], obteniéndose dos series de los mismom. una al introducir 
en la ecuaciôn (4.9) la go(R) calculada por la ecuaciôn FY. y otra al hacer 
esto mismo pero con la go(R) simulada via CM. También se han obtenido éstos 
por simulaciôn MC. que nos proporciona una tercera alternativa como veiamos 
en el capitulo precedente. Los resultados para At y As (o AAi y AAa), cal- 
culados para este ûltimo caso. pueden ser considerados cuasiexactos'. y 
por lo canto, ser usados para contras car la cal idad de los dados por la 
teoria al usar los coeficientes teôricos RAM para esta propiedad. Las inte- 
graciones en At y As se han hecho por el método de Simpson utillzando un 
intervalo de integraciôn AR** = 0.02d. con un radio de cor te R* = 3.0. Este 
valor de R^ se ha fijado después de un estudio previo usando los coeficien­
tes g^ |^ ^^ (^R**) a dos densidades al tas. Como puede verse en la figura 5.1. 
para R*| = 3.0 se alcanzan ya los valores asintôticos de AAt y AAs.
Un estudio similar al efectuado para el radio de cor te en las 
integraciones se hizo para ver la influencia en la energia libre del nùmero 
de ciclos en la simulaciôn de los coef icientes La dependencia de
estos términos con el nùmero de configuraciones se muestra en la figura 
5.2; la aparente mayor sensibilidad de AAt a este parémetro es un simple 
efecto de escalas en la figura. Esta muestra que ambos términos alcanzan la 
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FIG. 5.2
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que podaaos decir qua sinulaclonas con esta nùmero de ciclos o superlores 
son sufIcientes peu’a obtener con cierta garantia los coef icientes 
‘exactoa* qua al ser introducidos en las relaciones (3.34) y (3.44) nos 
prt^rcionen unos resultados convergentes para los dos primeros términos de 
nuestro désarroilo teôrico.
En la tabla y figura 5.3 presentamos nuestros resultados para los 
dos primeros términos del désarroilo para esta propiedad de la diatômice 
con L = 0,6 y un cuadrupolo reducido Q =2. Los parônetros de este modelo 
se dieron en la tabla 5.1, correspondiendo ese cuadrupolo a una temperatura 
cercana al punto de fusiôn del cloro (ver tabla 5.2).
La figura 5.3 muestra Ai y Aâ (aunque en el contexte general de 
esta memoria adopcamos la aproximaciôn As =Aâ. sin embargo, en este punto 
consideramos conveniente analizar directamente As. evitando asi esa poten­
cial fuente de error), para los très juegos de resultados teôricos ya men- 
cionados. En la grôfica se aprecia. en primer lugar. el hecho conocido [35] 
de que en la présente elecciôn de un fluido de diatômicas duras. (HD). como 
sistema de referencia. el término dominzmte en el désarroi lo no es el de 
primer orden. sino el segundo. siendo Ai << As en este caso. La figura 
muestra. en general, una buena concordancia de las curvas RAM (go ) con 
los puntos cuasiexactos'. tanto para el primer término. como para el se­
gundo. si bién en términos relativos las diferencias son m&s acusadas para 
la primera de esas cantidades (ver tabla 5.3). El origen de esta menor 
precislôn para Ai sin duda esté en que al tratarse de una cantidad muy 
pequena. acusa m&s las aproximaciones inherentes a la propia teoria. y a 
errores acumulados que se van produciendo en los distintos pasos del proce-
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so de c&lculo [37]. De todos modos. debido a la escasa entidad de ese tér- 
aino. tales Incertidunbres no afectan signiflcatlvasKnte a la propiedad 
total. Por otra parte, si los argumentes anteriores son acertados. es de 
prever que separaciones del potencial en parte perturbada y no perturbada. 
como la estudiada por WC [35]. conduzcan a una contribuciôn de primer orden 
m&s importante.
Tabla 5.3
Valores de AAi y AAs a diferentes densidades 
para el modelo con L* » 0.600
AAt
P MSD [37] VS'^ [38]
Este trabajo
o(SIM)
*klm RAM (g§^") RAM (g^)
0.2 -0.017 -0.0027 -0.017 -0.021 -0.022
0.3 -0.011 -0.0081 -0.019 -0.028 -0.034
0.4 -0.014 -0.017 — — -0.048
0.4263 — -0.021 -0.028 -0.030 -0.052
0.5 -0.065 -0.031 -0.030 -0,027 -0.060
AAs
Este trabajo
MSD [37] va LJBj
o(SIH)
*klm RAM (gl™) RA»(gr)
0.2 0.100 0.017 0.106 0.109 0.107
0,3 0.144 0.032 0.133 0.138 0.131
0.4 0.194 0.049 — — 0.158
0.4263 — 0.054 0.178 0.179 0.165
0.5 0.250 0.068 0.213 0.200 0.185















En la aproximaciôn PY para la go(R) los resultados no son tan 
concordantes, introducciendo esa aproximaciôn errores considerables (Fig. 
5.3). Es de notar. sin embargo, que al menos para la elongaciôn que nos 
ocupa. las desviaclones en los términos Ai y As. se producen en sentido 
contrario, con lo que tiende a conpensarse al ser sumados. Esto es efecti- 
vamente lo que ocurre. como queda de manifiesto en la tabla y figura 5.4. 
en las que se aprecia como los très resultados teôricos son muy similares 
cuando a una densidad media al ta flja variamos el cuadrupolo. Lais diferen­
cias apreciadas pueden considerarse dentro de los errores propios del càl- 
culo. Asi. la aproximaciôn FY para la obtenciôn de la go(R) del sistema 
promediado (ver capitulo 4). aparece también como un camino util para obte­
ner la energia libre, ofreciendo un esquema de càlculo enteramente teôrico 
en codas sus partes, y por tanto. fôcilmente manejable.
Tabla 5.4
Resultados teôricos para (Ai+Ae)/NkT de la diatômica con L** = 0.6 y 
a p 3 0.4263.
RAM (go^) RAM (go®^“) 0 (SIM) ®klra
0.5 -0.178 -0.158 -0.154
1.0 -0.573 -0.553 -0.543
1.5 -1.187 -1.182 -1.164
2.0 -2.017 -2.047 -2.022
2.5 -3.064 -3.149 -3.113










Para nuestro nodelo de L s 0.6. Martina. Stall y Deutch (NSD)
[37]. han calculado taidiién Ai. y m&s reel en tenante. Valderrana y Sandler
(VS) [38]. han obtenido At y As. En ambos casos. los càlculos son para el 
mlsmo sistema de referencia que consideramos en esta memoria. datos de 
simulaciôn por MC para los coef icientes [®2] y la fôrmula exacta.
ecuaciôn (3.34). para Ai. Como nosotros. VS evalôan la contribuciôn de 
segundo orden en la aproximaciôn de superposlciôn haclendo As se A». Estos 
autores, sin embargo, desprecian en sus càlculos algunas contrlbuclones a 
Ai en la ecuaciôn (3.43): en concrete, hacen G2st(R**) y Gaa2 (R**) cero. 
mientras que nosotros tenemos en cuenta también estos términos.
En la tabla 5.3 damos nuestros resultados Junto con los de esos 
autores para AAt y AAs — valores estos Independlentes del cuadrupolo (ecs. 
3.35 y 3.45) — que son las contrlbuclones dependlentes de los coef Icientes 
®klm^**^ en las Integraciones. Inclulmos también valores para AAs de MSD 
[37]. aunque estos resultados no son directamente comparables a los otros. 
pues to que estos autores no calculan éste por la teoria de perturbaciones. 
slno que lo aproxlman reemplazando el sistema de referencia no esférlco por 
uno esférlco efectivo de particules duras. A pesar de ello. estos resulta- 
dos son utiles en un examen global de la situaclôn.
Un primer vlstazo a esa tabla evldencla una cierta cqnfuslôn en
el estado actual de estos càlculos. observàndose una notable dlsparldad de
unos a otros autores. El lo nos ha llevado a examiner culdadosamente nues­
tros resultados sin encontrar una expllcaclôn clara y convlncente a esas 
dlscreponclas. Como han puntuallzado los autores citados [37.38], probable-
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■ente una important* fuente de error en eaas diferencias puede es tar en la 
escasez e InsufIclente precislôn de los coefIcientes slaulados
disponibles en aquel entonces en la blbllografia. En astos casos dlchos 
autores (NSD y VS) utlllzan coef icientes slmulados por Street y Tildesley 
en el ano 1976 [82].
En este contexte es precise poner de naniflesto la razonable 
colncldencla de nuestros resultados con los de NSD. especialmente en la 
contribuciôn dominante As. a pesar de que ësta. como se ha senalado. ha 
sldo obtenlda en ambos casos por via* diferentes. Indudablemente esta clr- 
cunstancla supone 'a priori' una garantie de conslstencia de nuestros re­
su Itados. sobre todo si tenemos en cuenta los de WG [35]. donde aunque para 
otro modelo de cuadrupolo. como ya hemos Indlcado anterloraente. los resul- 
tados de As son bas tante concordantes con los nuestros. No ocurre asi con 
los dados por VS también en este segundo término. debido probablement*, a 
que excepto para p * = 0.5 estos autores uclllzaron solamente slete coef1- 
clentes pnra su evaluaclôn. con un espaclado demaslado grande en
la integraciôn. AR* = 0.05. y con un radio de corte. R* a 2.5 . inferior al 
utlllzado por nosotros. aparté de no tener en cuenta algunos términos de la 
expreslôn (3.43). como ya hemos senalado.
5.3c Correcelones de tercer ordeg p^rff^ jffsmtes de Padé
Los resultados anteriores conf 1 rman a la teoria RAN como un ûtil 
camino para aproxlmar los dos primeros términos del désarroilo en serie de 
la energia libre de Helmholtz, para un potencial de referencia no esférlco. 
Es blén conocido. no obstante, que para un sistema de las caracteristicas
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del nueetro, con la separaciôn del potencial adoptada (ûnica por otra part* 
para la que dlsponianos de la Infomaciôn neceaaria). la convergencia de la 
serie es muy lenta, de mener a que una teoria de segundo orden es insuf i- 
ciente [35]. Desafortunadamente. las contrlbuclones de orden superior son 
extremadamente compllcadzis de calculer para un sistema de referencia no 
esférlco. Para salvar esta dlfIcultad. Rasalah. Larsen y Stell (RLS) [72] 
sugleren una aproximaciôn, que adoptamos aqul, para evaluar ese tercer 
término. en la que el sistema de referencia no esférlco se sustltuye por un 
sistema de referencia esférlco efectivo formado por esferas duras de dlôme- 
tro ajustable. De esta forma vamos a calcular este tercer término para asi 
poder aplicar la técnica de los aproxlmantes de Padé en la forma asi mismo 
propuesta por esos autores [83]. Esta técnica tlene la particularIdad de 
acelerar la convergencia de la serie.
En la aproximaciôn RLS. la energia libre total debida a las Inte-
racciones cuadrupolares viene dada por
A-Aj^ = At + Aa/(1 - Aa/Aa) (5.7)
donde. como ya hemos visto. A ^  es la energia libre del sistema de referen­
cia formado en este caso por diatômicas duras (HD). y. en la aproximaciôn 
esférlca [37,86]. el tercer término es
*  32 r 1
Aa m 2vp Q — p, Aâ + Ai' (5.8)
34lS  ^ ^
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A9 to r
 « ---  0,0833 ♦ 0.0926% ♦ 0.0681x* 0.0359x’
NkT 245 I
♦ 0.0152x^ f O.OllTx*] (5.9)
A3 X r , ,
  .  -----  0.0833 ♦ 0.2011X + 0.2262X* + 0.1604x*
NkT 9 w *■
+ 0.0961x" - 0,0032x“j (5.10)
en las que x =p**dj^  y djjg = d^g/d. siendo d ^  el diàmecro efectivo de la 
esfera dura del sistema esférlco elegldo. Este parémetro ajustable puede 
ser obtenido por varlos caminos [35.37]. Nosotros lo hemos calculado Igua- 
lando la energia libre residual del fluido de diatômicas duras (HD), a
la del de esferas duras (HS). Asi
^(^HD^ ■ (5-11)
donde p|^ = X. Para calcular las energlas , dlferencla entre la energia 
libre del sistema de referencia y la del gas Ideal, hemos elegldo la ecua- 
clôn BN [49] para las diatômicas. y la de Carnahan-Star ling (CS) [61] para 





en la que es la fracciôn de «n» que tant en to (q^ « pv^g): A^. coe» 
hemos dlcho. es la energia libre residual del sistema diatômico calculada 
por la ecuaciôn BN prevlamente integrada (véase apéndice A). En la figura 
5.5 se représenta la varlaclôn de este diémetro con la fracciôn de empaque- 
taalento para très geometrlas diferentes. Como puede observarse, los dléme- 
tros aumentan al hacerlo la anisotropia molecular. Para la anisotropia 
mayor, la varlaclôn con la fracciôn de empaquetamiento (densidad) es més 
slgnlfIcatlva. mientras. por contra, para la elongaciôn menos acusada esta 
varlaclôn es casl inapreciable. Todos los diéswtros asi calculados son
mayores que los obtenidos para la esfera de Igual volumen que la diatômica. 
slendo la dlferencla més notable a medlda que aumenta L**.
Observando la ecuaciôn (5.8). es évidente que k o es slempre posi­
tive. por lo que el efecto de esta correcciôn es hacer que la contribuciôn
total cuadrupolar a A dlsmlnuya en valor absolute al ser las otras contrl­
buclones negatives. Este término. como puede verse en la tabla 5.5. y como 
era de esperar. aumenta con la densidad. En dlcha tabla se dan algunos 
valores de éste peen. très cuadrupolos distlntos en funclôn de la densidad 
para el modelo de mayor anisotropia molecular.
En la tabla y figura 5.6. se muestran los resultados teôricos
obtenidos para la energia libre de exceso. (A-Aj^)/NkT. en funclôn de la 
densidad a un cuadrupolo Q** at 2 para los très Juegos de coef Icientes g^^^ 
estudlados. Se Incluyen también en ambas. los resultados obtenidos a partir 
de la simulaciôn MC del factor de coti^ reslbllldad. Pp/ p. (circules negros 

























negro en la ■Ina). realizada en este trabajo y que presentaaus en el apar­
tado 2 del capitulo sigulente (ver tasiblèn 5.3a). En la tabla 5.6 el numéro 
que aparece entre paréntesls se obtuvo del ajuste de la varlaclôn de la 
energia Interna con el cuadrupolo. ec. (5.5).
Tabla 5.5
Varlaclôn de As, en la aproximaciôn esférlca. 
con la densidad para très cuadrupolos diferentes (L** = 0,600).
P 1.0 2.0 3.0
0.100 0.003 0.026 0.087
0.200 0.010 0.079 0.267
0.300 0.024 0.189 0.638
0.400 0.051 0.407 1.374
0.4263 0.062 0.492 1.661
0.500 0.102 0.819 2.764
Como puede observarse tanto en la tabla como en la figura 5.6. 
los resultados RAM muestran una buena concordancia con los resultados 
exactos' de la teoria V de la simulaciôn (trlàgulo y circules
negros) en todo el rango de densidades. Desde un punto de vlsta cualltatl- 
vo. se ve que las curvas de la teoria con resultados RAM tlenen un camblo 
significative de curvatura a al tas densidades, el cual no aparece en los 
datos de simulaciôn. Sin embargo, estas diferencias de comportamiento no 
parecen ser exceslvamente relevantes en cuanto que. como veremos en el 
capitulo sigulente. también para el factor de compresibi1Idad (directamente
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relacionado a las pendiantes de esas curvas), los resultados son asi mismo 
satisfactorlos. Es de destacar. por otro Isuio, la casi plena colncldencla a 
la escala de la figura de los resultados RAM obtenidos con la teoria PY 
para la go(R) con los calculados usando go^^(R). lo que obvlaaente se debe 
a la cancelaclôn de errores del mlsmo orden de magnltud pero de slgnos 
opuestos, que como ya hlclmos notar en relaclôn con la figura 5.3, Introdu­
ce la aproximaciôn PY en Ai y As. Es Interesante resaltar aqul que este 
mlsmo proceso de cancelaclôn de errores aparece ya en el capitulo 2, donde 
los resultados RI3I. en esencla la teoria PY. colnclden Igualmente blén con 
los valores de simulaciôn de DM. por lo que este hecho. ya senalado por 
otros autores. aparece como una constante en este tlpo de teorlas.
Tabla 5.6
Comparaclôn de los resultados teôricos con los de MC 
para la diatômica dura de L** = 0.600 para la energia 
libre de exceso. (A-A^)/NkT. a Q** = 1.983.
P
Simulaciôn Teoria
MC RAM (gF) RAM (gf^ **) o(SIM)®klm
0.100 -0.26 -0.21 __ __
0.200 -0.54 -0.51 -0.52 -0.50
0.300 -0.89 -0.94 -0.97 -0.98
0.400 -1.48 -- ---
0.4263 -1.51 (-1.57) -1.63 -1.66 -1.63
0.500 -2.01 -2.05 -2.03 -2.20
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El coaportamiento de (A-A^)/NkT con Q a lo largo de la isôcora 
p** a 0.4263 se dà en la tabla y figura 5.7. Incluiaos los resultados obte­
nidos por WG [35] para su modelo de POQ obtenidos por simulaciôn. asi como 
los valores teôricos dados por estos mlsmos autores (coluosta ‘TP’). utill­
zando la mlsma ecuaciôn para los aproxlmantes de Padé (ec. 5.7). en la que 
desprecian el primer término. calculando los otros dos en la aproximaciôn 
RLS que nosotros usamos para Ag. pero determlnando el diémetro efectivo de 
la esfera Imponlendo la condlclôn
(5.13)
donde < q.
Los comentarlos que cabe hacer a esa tabla y figura son baslca-
mente los mlsmos que los avanzados para la figura 5.6. SI se excluyen los 
PYpuntos RAM (go ) a Q = 0.5 y 1 (qulzés accldentalmente afectados de un 
mayor error de célculo). las diferencias entre las très opclones teôrlcas 
conslderadas son slempre Inferlores al 4%. slendo por otra parte los resul- 
tados PY los que més se acercan a los datos de simulaciôn. Las diferencias 
relatives en este caso se sitûan entre los limites del 2 al S por clento. 
exceptuando el punto antes cltado de Q = 0.5. Globalmente éste también es 
el orden de magnltud de las diferencias en los resultados de WG (éstos 
obtenidos. como hemos senalado anterlormente. a partir de simulaciones en 




Varlaclôn de (A-A^g)ZNkT con el cuadrupolo para L** * 0.600 y p* * 0.4263
Este trabajo (cuadrupolos puntuales) WG (POQ)
Simulaciôn Teoria Simulaciôn Teoria
NC RAM (g^) RAM (go^ **) 0 (SIM) *klm MC TP
0.5 -0.15 -0.171 -0.151 -0.147 -0.108 -0.110
1.0 -0.48 -0.519 -0.498 -0.488 -0.384 -0.409
1.5 -0.96 -1.015 -1.008 -0.991 -0.802 -0.859
2.0 -1.57 -1.633 -1.657 -1.632 -1.33 -1.43
2.5 -2.29 -2.354 -2.424 -2.389 -1.96* —
3.0 -3.10 -3.163 -3.292 -3.247 -2.67 -2.87
* Valor obtenido de [35]. ecuaciôn 3b.
Nuestras simulaciones MC para las propiedades termodlnànlcas. se 
han realizado . como ya hemos avanzado. en unas condiciones parejas a las 
de la referenda [35]. Aunque al margen de los objetlvos de esta memoria. 
esa clrcunstancia ofrece la oportunldad de evaluar la dlferencla en la 
energia libre entre el cuadrupolo puntual (ideal) y el de cargas puntuales 
(flslco). o equlvalenteaente. la contribuciôn a esa propiedad del resto de 
los imiltlpolos sobre el término cuadrupolar en el désarroilo multipolar 
para las cuatro cargas eléctrlcas del cuadrupolo flslco. La comparaclôn de 
las columnas MC" en la tabla 5.7 muestra . que como cabrla dsperar. el 
cuadrupolo Ideal tlene una energia libre de exceso m&s negative que el 
flslco. En términos relativos. esa dlferencla va desde un 14% para el cua­
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5.3d Varlaclto de la energla libre de exceso con la geowetrla 
JKlVPiiW
Una vez coaprobado el funcionainlento de la teorla vaaos a ver 
cono influye la geonetria molecular en esta propledad. Para hacer este, 
elegimos très geometries diferentes. una de L** = 0.2 . que nos proporcina 
un modèle practicamente esférico, otra de L** * 0.4 . con una anisotropia 
media, y. por ùltimo. otra de L** = 0.6 . con gran anisotropia. Este estudio 
se ha realizado utilizando solamente la teoria en la aproximaciôn PY (RAM 
(go )) para la funciôn radial go(R). por lo tanto utilizando el esquema 
teôrico a todos los niveles. Algunos de estos resultados para AAi. AAs y 
AAo pueden verse en la tabla 5.8 a varias densidades. donde las dos prime­
ras magnitudes se calculan mediante las ecuaciones (3.35) y (3.45). respec- 
tivamente. mientras que la tercera està definida por
32
AAa =  rrx (As ♦Ai') (5.14)
Si observamos detenidamente dicha tabla, se aprecia que cuando 
dlsminuimos la distancia entre centres de las moléculas. la contribuciôn 
AAt tiende a cero como era de esperar. ya que para el sistema esférico el 
primer término es nulo. Para los otros tèrminos ocurre lo contrario, este 
es. aumentan en magnitud cuando disminuye la elongacidn. La variaciôn con 
la densidad es similar en comportamiento en las très geometrias, aumentando 
todos los tèrminos con ella. Este mismo comportamiento fué observado por 
MSD en su estudio para las dos anisotropias màs acusadas [37].
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Tabla 5.8
Valorem de AAi. AA2 y AAe. para las très geometries estudiadas 
utilizando coeflclentes g^"^ (R*) dados por la teoria RAM 
con go(R**) calculada por PY.
l"=0.2 L**=0.4 L^aO.e
p AAj AAa AAg AAi AAs AAs AAi AAa AAa
0.15 -0.001 0.179 0.028 -0.007 0.126 0.012 -0.018 0.096 0.006
0.20 -0.002 0.218 0.032 -0.008 0.138 0.015 -0.022 0.107 0.008
0.40 -0.003 0.249 0.042 -0.013 0.164 0.021 -0.034 0.131 0.013
0.50 -0.006 0.324 0.076 -0.024 0.226 0.046 -0.059 0.185 0.033
0.60 -0.008 0.368 0.103 -0.020 0.259 — — — —
Tabla 5.9
Valores obtenldos para la energla libre de exceso 
con L* = 0.200. a très cuadrupolos dlstintos.
P 0.50 0.75 1.00
0.0005 0.000 0.000 0.000
0.0500 -0.013 -0.029 -0.050
0.1500 -0.046 -0.099 -0.171
0.2000 -0.065 -0.141 -0.241
0.3000 -0.111 -0.238 -0.407
0.4000 -0.168 -0.358 -0.608
0.5000 -0.238 -0.503 -0.846
0.6000 -0.319 -0.667 -1.114
0.7000 -0.403 -0.837 -1.387
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Tab la 5.10
Variaciôn de (A-A^g)ZNkT con la densidad para L » 0,4, 
a très cuadrupolos distintos.
P 0.410 0.668 0.818
0.0005 0.000 0.000 0.000
0.0500 -0.006 -0.015 -0.022
0.1500 -0.022 -0.054 -0.079
0.2000 -0.032 -0.079 -0.115
0.3000 -0.059 -0.143 -0.206
0.4000 -0.096 -0.227 -0.326
0.4500 -0.118 -0.276 -0.395
0.5000 -0.140 -4.328 -0.467
0.5500 -0.161 -0.377 -0.537
0.6000 -0.178 -0.420 -0.599
0.6250 -0.185 -0.438 -0.625
Tabla 5.11
Variaciôn de (A-Aj^)/NkT para L* = 0.6 en las très opeiones teôricas 
estudiadas a très cuadrupolos distintos.








0.0005 —— - 0.000 0.000 - -0,001
0.0500 —— —— -0.019 — —  -0.051 — - -0.095
0.1000 — — —— -0.042 — — —  -0.114 — — -0.210
0.1500 —— — -0.070 —— —  -0.191 —— —— -0.349
0.2000 -0.101 -0.106 -0.106 -0.275 -0.288 -0.285 -0.503 -0.524 -0.517
0.2500 — — -0.150 —— —  -0.397 — —— -0.715
0.3000 -0.183 -0.202 -0.203 -0.498 -0.540 -0.530 -0.905 -0.974 -0.945
0.3500 —— —— -0.265 —— —  -0.682 — -1.206
0.3750 —— —— -0.299 — —  -0.765 — —— -1.345
0.4000 —— — -0.335 —  -0.851 —— -1.489
0.4263 -0.344 -0.352 -0.375 -0.918 -0.934 -0.944 -1.643 -1.669 -1.644
0.4500 —— - -0.411 — —  -1.028 —— —— -1.782
0.4750 — —— -0.448 — —  -1.116 —— - -1.926











En lam tablam 5.9-5.11 s« dan los resultados obtenldos para la 
energla libre de exceso a tres cuadrupolos diferentes. Los correspondlentes 
a las geoswtrias aàs acusadas represen tan tres temperatures de las m&s 
caracterlstlcas para estos modelos. a saber, critlca, de ebulllclôn y del 
punto de fuslôn. tomadas èstas de la referenda [85] (ver tabla 5.2).
En la figura 5.8 se représenta la variaciôn de (A-A^g/NkT para 
las très geometrlas estudiadas. en funciôn de la fracclôn de empequetanlen­
to. El carôcter principal de las tres curvas, es que la energla libre debi- 
da a los cuadrupolos aumenta con la densidad asl como tanblèn con la dls- 




RESULTADOS TEORIGOS Y DE SDtULACICn PARA UR FLUIDO DIATQMIOO HONORUCLEAR 
CUADKUPCLAR. EOIACIOR EE ESTADO Y EMERCIA IRTOMA.
6.1 INTRODUQCIOR
Ed este capitule coop le tamos el estudio Inlclado en el anterior 
con la apllcacl6n de la teoria ahora a las propiedades derlvadas de la 
energla libre, esto es. ecuaciôn de estado y energla interna para el fluldo 
cuadrupolar alll conslderado.
Un estudio serio y cons Is tente de una teoria como la que estâmes 
conslderando. exige contrastarla dlrectamente a los resultados obtenldos 
mediante la simulaclôn en ordenador. Ante la falta o insufIciencia de dates 
en la bibllografia para nuestro modelo de fluide, hemos completado el tra- 
bajo con la simulaclôn del mlsmo por MC. Como es habitual, las propiedades 
dlrectamente slauladas fueron el factor de compresibllidad. Pp/p, y. en 
este case, la contribuciôn del cuadrupolo. U^/NkT. a la energla Intema. 
Por integraclôn dlrecta de ambas propiedades a partir de estos datos de 
simulaclôn. hemos obtenldo los dos ajustes (ecs. 5.5 y 5.6) para 
(A-Ajjjj)/WkT presentados en el capltulo anterior. Los procedlmlentos de 
integraclôn se describen con detalle en el apéndlce E.
En el proceso de la simulaclôn se ban obtenldo ademàs algunos
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resultados para las propiedades estructurales (coogMnentes amônlco-esférl- 
cos de la funciôn de dlstrlbuclôn molecular. g(R,wi.ua}} del fluldo cuadru­
polar . Por el Interès que puedan tener. los Incluimos como un resultado 
adlclonai en un ùltimo apartado y en el apéndlce G.
6.2 SIWUCIOW MC DEL FLUIDO CUADRUPOLAR
Cualquler estudio riguroso de una teoria mecénlco-estadistlca de 
fluidos requlere contrasterla a resultados de slmulaclto en ordenador. De 
este modo, al tratar ambos con el mlsmo potenclal Intermolecular (esto deja 
de ser clerto en slstemas como los dlpolares, con fuerzas de largo alcance. 
donde Intervlenen efectos de truncamlento) las poslbles desvlaclones de los 
resultados teôrlcos respecto a los 'exactos' (simulados}. son unicamente 
imputables a insuficlencias de la teoria. Ello es especialmente necesario 
cuando. como en nuestro caso. se trabaja con 'modelos' en lugar de con 
slstemas reales' en cuanto que no se dispone de datos expérimentales como 
medio de comparaclôn.
Recientemente Wojcik y Gubbins [35] han simulado un fluido cua­
drupolar fomado por dlatômicas homonucleares duras con un cuadrupolo li­
neal de cargas puntuales (cuadrupolo fisico) consistante en sendas cargas 
positivas (+q) sltuadas en los centras atômlcos y una negative (-2q} en el 
centro molecular. El estudio cubre un rango de estados termodlnàmicos bas- 
tante representative. Desgracladamente este modelo présenta algunas dlfi- 
cultades a la hora de establecer comparaclones entre teoria y sisulaciôn. 
Estas dificultades tienen su origan en el hecho de que las teorias de sis-
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teaaa c o d  fuorzas electro# tAticam se basait en el désarroi lo multipolar del 
potenclal electrostAtlco. de aanera que cada término de la serle se corres­
ponde con un multipolo (ideal) puntual (carga ne ta. dlpolo. cuadrupolo. 
etc.). Como las teorias en la pr&ctica no son capaces de tener en cuenta 
contrlbuclones més que de los prlmeros tèrminos (normalmente hasta contrl- 
buclones cuadrupolares). una comparaclôn entre teoria y simulaclôn para 
cuadrupolos fislcos solo es viable, en sentldo estrlcto. cuando la suma de 
contrlbuclones nés alla de. pongasus las cuadrupo lares, es despreclable. 
Sin embargo esto no slempre es clerto: por el contrario, como màs adelante 
veremos. esas contrlbuclones pueden llegar a tener valores significatives.
Para salvar cales dlficultades y poder establecer comparaclones 
sin otras fuentes de error que las debidas a las aproximaclones en la pro- 
pia teoria. hemos elegido trabajar con un cuadrupolo puntual sltuado en el 
centro molecular, como ya hemos expuesto anterlormente. pero nos hemos 
encontrado con el problema de que para este modelo no existen datos de 
simulaclôn disponibles, por lo que nos hemos vlsto en la necesidad de simu- 
larlos nosotros. Para ello. se usô el método esténdar de Monte Carlo [6] 
con una muestra de 108 moléculas de elongaclôn L** = 0.6. En el programa se 
deflnen dos tablas de vecinos. una la usual, para tener en cuenta a efectos 
de poslbles solapamlentos solo los vecinos més prôxlmos; y otra para calcu- 
lar el potenclal cuadrupolar de las moléculas contenidas en él. Estas son 
colocadas en una red cûbica centrada en las caras. como en la mayor parte 
de las simulaclones llevadas a cabo en la présente memorla. Los movlmlentos 
de las moléculas asl como los promedlos de las diverses magnitudes, se 
hacen en la forma habituai ya descri ta en el capitule 2 (apartado 2.2). El 
nùmero total de ciclos en el cAlculo fué de 2.5x10*. después de un
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equilibrado prevlo de al aenos 1,25x10*. Los errores producidos son los 
proplos de la sisulaciôn. siendo mAs notables en la ecuaciôn de estado. 
propledad esta, que como es blén conocldo. es mAs dlf Ici 1 de consegulr.
Las simulaclones efectûadas han sldo unas varlando la densidad a 
cuadrupolo fljo. Q s 2. con objeto de una vez ajustado el factor de conr- 
presibllidad obtenldo a un pollnomlo de grado ’n' (en nuestro caso grado 3, 
como ya Indicamos en el capitule precedents). consegulr la energla libre 
por la integraclôn del mlsmo. y en otras. varlando el cuadrupolo a una 
densidad flja. p" = 0.4263. para del mlsmo modo, obtener la energla libre a 
partir del ajuste en este caso de la U^/NkT (ver apéndlce E). El nùmero de 
simulaclones en el primer caso fué de cinco. en el rango de densidades 
comprend1do entre 0.1 y 0.5 . mientras que en el segundo. fueron sels, con 
cuadrupolos comprend1dos en el rango 0.5  ^Q  ^3.
En las simulaclones se obtlenen tanto propiedades termodinàmlcas
- ecuaciôn de estado y energia interna configuracional- como estructurales
- coeficientes armônico-esférlcos de la funciôn de dlstrlbuclôn molecular. 
Nuestros resultados de simulaclôn para el factor de compresibllidad. al 
tratarse de un fluido cuadrupolar. se calculan mediante la relaciôn [87]
1 y/(Ar) yOQ
= 1 + _  (6.1)
3M Ar-O Ar
en la que los dos prlmeros sumandos corresponden a la contribuciôn de la 
parte dura al factor de compresibllidad que se calcula de igual forma que 
en el capltulo 2. apartado 2.2b (relaciôn 2.2). siendo el ùltimo la contri­
buciôn a esta propledad deblda a la presencia del cuadrupolo. que vlene
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dada an funciôn de la energia interna cuadrupolar. A a b o m téminos se obtle­
nen en la simulaclôn correspondlente. Los resultados para estas propiedades 
se muestran en las tablas 6.1 y 6.2. en las que el factor de compreslblll- 
dad es el obtenldo al apllcar la relaciôn antes cltada (contribuciôn to­
tal). Los errores para el factor de compresibllidad en la simulaclôn se 
muestran tajsblén en estas tablas donde se puede ver que son mayores a den­
sidades y cuadrupolos altos, siendo en todos los casos inferiores a 0.36. 
En el caso de la energla interna cuadr\ipolar (no se muestran en dlchas 
tablas debldo a su escasa importancia) estos errores son menos importantes, 
siendo slempre inferlores a 0.016 exceptuando el caso de densidad 0.4263 y
X*
Q 2! 3. donde el error es algo superior (0.034).
Tabla 6.1
Resultados de simulaclôn para el factor de compresibllidad 
y energia interna a distintas densidades 









Resultados de simulaclôn para el factor de compresibllidad 
y energia interna a distintos cuadrupolos 








AJustando estos resultados 'exactes' a pollnomios en funciôn de 
la densidad y del cuadrupolo. es poslble obtener por interpolaciôn valores 
'exactes' de estas propiedades en otras condiciones. esto es. a otras den­
sidades y cuadrupolos. Tamblén podemos obtener por integraclôn la energia 
libre, como ya hasos visto en el capltulo anterior, apartado 5.3a. Las 
ecuaciones de estos ajustes son para la energia intema. variaciôn con el 
cuadrupolo y densidad. respectlvamente.
 «-0.120Q - 0.793Q + 0.087Q (6.2)
NkT
(0 $ Q S3)
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U** X X* x’
  * —4,668p + 0.421p - 9.740p (6.3)
NkT
{0 i P *  i 0.5)
mientras que para el factor de conpresibilidad. variaciôn con la densidad y 
cuadrupolo.
P p  X X» x^
—  * 1 + 6.875p - 33.431P + 102.094p (6.4)
P
(0 s p" S 0.5)
PP  3 1 6
-^= 8.14 - 0.0930 - 0.8960 + 0.132Q (6.5)
(0 S 0*** S 3)
En la ùltima expresiôn el valor de 8.14 es el correspondlente al factor de 
cooqireslbl1idad para esta densidad (p" = 0.4263). obtenido por la ecuaciôn 
BN [49] para el sistema de referenda (diatômica dura descargada). De las 
relaciones (6.3) y (6.5) se pueden obtener por interpolaciôn estas propie- 
daides a otras densidades y cuadrupolos. respectlvamente.
6.3 RESULTADOS TEORIOOS Y OOMPARACIOW OON SIMUUCIOl
En este apartado. procedemos a obtener los resultados teôrlcos de 
las propiedades termodinàmlcas màs caracterlstlcas ya senaladas, ecuaciôn 
de estado y energia Interna. Para ello. se parte de los resultados obteni- 
dos en el capitulo anterior para la energia libre de Helmholtz, haclendo 
uso de las relaciones termodinàmlcas ya definldas en el capitulo 2. (ecua-
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clones 2.15 y 2.16). Hacenos comparaclones entra astos resultados teôrlcos 
y los proporcionados por simulaclôn. dados en el apartado anterior, para 
asi poder establecer si el funcionaaiento del esquema teôrico es el correc­
te. Para el factor de cœpresibi 1 idad se evalûa la pr<q>iedad total, mien­
tras que para la energia intema. solo estudiaaos la contribuciôn cuadrupo­
lar. esto es. la energia de exceso. (U-U^p)/NkT.
6.3a fafitnr dg « wprqilfelLldad
El factor de compresibllidad del sistema cuadrupolar. P p/ p. viene 
dado por la ecuaciôn
que résulta dlrectamente de la relaciôn termodin&mica (2.15). El primer 
sumando es el factor de cosgiresibi 1 idad del fluido descargado (sistema de 
referenda) que calculamos por la ecuaciôn de estado BN [49] y el segundo 
la contribuciôn debida a la presencia del cuadrupolo: (A-A^Q)/NkT es. ob- 
viamente. la energia libre de exceso proporclonada al apllcar el Padé (ver 
capitulo anterior, ecuaciôn 5.7). Para calcular la derlvada que aparece en 
esta relaciôn. ajustaons a un pollnomlo de grado 3 en la densidad los valo­
res obtenldos para esta propledad . para luego procéder a la derlvaclôn 
anal it Ica de éste. Estos càlculos solo se han hecho en la yersiôn RAM 
(go (R)). es decir. utilizando exclusivaiaente el esquema teôrico que pro- 
ponesns en este trabajo. descri to en el capitulo 4. cuyo estudio es el 
objetivo prioritario de esta investlgaciôn. Consecuentemente. en ninguna 
fase del càlculo teôrico que sigue para esta propiedad. Interviene material
-174-
alguno de simulaclôn. Como ya heiaos Indlcado en dlstlntas ocaslones, esto 
constltuye el elestento dlferenclal entre el método propuesto aqul y las 
técnlcas has ta ahora seguldas en la bibllografia.
En la tabla 6.3 se muestran los resultados obtenldos para esta 
propledad en su variaciôn con la densidad a cuadrupolo fljo (Q a 2) para 
la elongaclôn nés acusada (L** » 0.600) comparados a nuestros resultados MC 
presentados en la secciôn anterior. En la figura 6.1 se representan estos 
mlsmos resultados: como puede verse, la concordancla entre teoria y simula- 
ciôn es muy buena en todo el rango de densidades.
La variaciôn del factor de compresibllidad con el cuadrupolo a 
densidad fija. p* = 0.4263 . se da en la tabla 6.4 y se représenta en la 
figura 6.2. En la tabla también se incluyen los resultados teôrlcos (colum- 
na TP) y de simulaclôn para el modelo de cuadrupolos de cargas puntuales 
(POQ) estudlado por WG [35]. En ambas puede verse que los resultados teôrl­
cos son muy semejantes: para cuadrupolos altos las dlferenclas aumentan. 
siendo éstas slempre poco significatives. Este coiqx>rtamlento es muy simi­
lar a lo que ocurre con el modelo de PCQ de WG. Hay que recorder sin embar­
go que en este ultimo caso. los 'resultados teôrlcos' (TP) se obtlenen a 
partir de la simulaclôn directe, término a término. de la serle de pertur- 
baclones para A-A^ [35]. mientras que en nuestro caso son enteramente 
teôrlcos.
El examen global de las figuras 6.1 y 6.2 y tablas 6.3 y 6.4. 
permlte conclulr que las predlcciones teôricas para la ecuaciôn de estado. 













0.1 0.30 0.2 0.4 0.5
FIG. 6.1
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con el cuadrupolo. como con la densidad. ciertaasnte satisfaetorlas. ya quo 
las aayores dlferenclas encontradas en Q » 2.5 . para la varlaclte con el 
cuadrupolo (tabla 6.4), son del €X. alentras que en la varlaclte con la 
densidad (tabla 6.3) son Inferlores al 6X en todo el Intervalo de densida­
des estudlado. excepto a p** « 0,300 donde la desvlaclte no llega al 9K. 
Estos porcentajes en las dlferenclas son slallares o Inferlores a los re­
sultados obtenldos por #G para su modelo de POQ [35].
A la luz de los resultados anterlores para Pp/p, parece claro 
que, al menos para el slsteaa conslderado (L**aO,6), nuestro esquema de 
perturbaclones, basado en la técnica RAM para aproxlnar las propiedades 
estructurales del sistema no esférico de referenda, es una buena aproxlma- 
clôn a la ecuaclte de estado de este tlpo de fluidos cuadrupo lares. Como 
veremos en el subapartado slgulente, esto es Igualmente clerto tamblén para 
la energia intema.
Tabla 6.3
Resultados teérlcos y de Monte Cbrlo para P p / p  












Resultados teôrlcos y de Monte Carlo para p p / p  
p a n  L** » 0.6 y p" « 0.4263.
Este trabajo •G (POQ)
Slmulac. Teoria Slmulac. Teoria
Q”’ MC RAM (gT) MC TP
0.5 7.92 7,82 7.96" —
1,0 7.24 7.25 7,43 7.45
1.5 6.49 6.50 6,82" —
2,0 5.51 5,61 6,03 5,70
2.5 4.37 4,63 5,10" —
3.0 3.44 3.59 4,12 3,43
Valores obtenldos de los ajustes dados en [35]
En las tablas 6.5 y 6.6 se muestran los resultados psira el factor 
de compresibllidad del modelo con elongaclôn L** = 0,4 , que cor responder la 
al nitrôgeno llquldo, y para la antes tratada de L** > 0,6 , p«u% el cloro. 
a très cuadrupolos representatlvos, como pueden ser la temperature de fu­
slôn, ebulllclôn y erltlca, de cada sustancla [85], mientras que en las 
figuras 6.3 y 6.4. se representan estos mlsmos resultados. Los superindices 
QQ y T en ambas tablas Indlcan que la propledad se reflere a la contrlbu- 
clôn cuadrupolar, segundo término de la relaciôn (6.6), y a la total, dia­
tômica dura nés perturbaclôn, respectlvamente.
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Tabla 6.5
Resultados obtenldos por la teoria para el factor de coapreslbl1Idad
psusi l"> 0.4 y tres cuadrupolos distintos.
q"*. 0,410 q"’- 0.668 > 0,818















































Resultados obtenldos por la teoria para el factor de compresibllidad
para L = 0,6 y tres cuadrupolos distintos.
0,812 1,423 1,991
























































(Los valores entre paréntesls corresponden a los obtenldos a partir 






11.0 —  0.410

























En aabas tablas y figuras se observa que el factor de coapreslbl- 
lldad disminuye al auswntar el cuadrupolo. o lo que es lo aisao. al dlsai- 
nulr la tesperatura para un cuadrupolo dado. Los puntos (triégulos y circu- 
los) en la figura 6.4. representan los resultados de simulaclôn conseguldos 
al Interpolar a diferentes cuadrupolos en la relaciôn (6.5). La colnclden- 
cla de la teoria con esta ‘simulaclôn* es tamblôn aqul excelente. lo cual 
confirma, una vez màs. la validez del esquesa teôrico propues to para el 
fluldo de mayor anisotropia.
Un primer vlstazo a las coluanas (0p/p)^ de aabas tablas nos 
Indlca el car&cter negatlvo de esta propledad. lo que hace que al tener la 
en cuenta para obtener la total, ôsta se rebaje. y en consecuencla el sis­
tema cuadrupolar se establllce. En cuanto al peso relativo respecto a la 
propledad total, veaos que aumenta con la anisotropia. densidad y cuadrupo­
lo. varlando cas! Inapreclablemente para la densidad môs baja y cuadrupolo 
menor en L** » 0.4 bas ta el 31% para el modelo con mayor anisotropia a den­
sidad y cuadrupolo màs altos estudiados.
6.3b Enentia Intema
La energia Intema se obtlene directamente como la derivada de la 
energia libre de Helmholtz A por la ecuaciôn tensodinàaica. ya refer Ida en 
el capitulo 2.
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ecuaclôn que recordando la deflniciôn Q** * 3Q*/4kTd*. de la que.
puede eecribirse cono.
n M» r 3(A/WkT)-j
m ' O  " • “>
en tèrminos del momento cuadrupolar reducido Q
De esta manera. para obtener la energla Intema teôrlca de nues­
tro sistema. es necesario conocer la derlvada de A respecto al cuadrupolo. 
Esta derlvada puede consegulrse de forma analltlca derivando la relaciôn 
(5.7) una vez sustltuldas en ésta las variables que aparecen dadas por las 
ecuaciones (3.34). (3.44) y (5.8). ya que en èstas el cuadrupolo està como 
variable Independlente y puede ser evaluada dlrectamente.
La energla Intema del sistema de referenda, en virtud de (6.9). 
vendrà dada por
NkT I 8Q J»**
y la energia Intema de exceso serà. cvidentenente.
,e.n,
NkT NkT 6Q Jp
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Sustituyendo en esta expresiôn la ecuaciôn (5.7) para (A-A^)/NkT 
Junto con las ecuaciones (3.34). (3.44) y (5.8) para Ai. As y As. respecti- 
vaænte y derivando anallticamente résulta
U ®  U, 1 (Us/NkT)* - (Us/WkT)* (üs/NkT)/3
—  a —  +  —  ■  ' ■  ' I . 1  I (6. 12)
NkT NkT 4 {(Ua/NkT)/2 - (Us/NkT)/3)*
en la que
a(A,/NkT)r oi . nKij i
U./NkT = Q
aq" •'p
Esa ecuaciôn puesta en tèrminos de los diferentes sumandos del 
désarroilo de perturbaclones de la energla libre es.
A. 2(As/NkT)= - (As/NkT)' (As/NkT)
—  5 —  +  — (6.14)
NkT NkT (As/NkT - As/NkT)*
Las ecuaciones (6.12) y (6.14) nos proporclonan la contribuciôn a 
la energia Intema. ü^/NkT, debida a las Interacclones cuadrupo lares en la 
aproximaciôn de los aproxlmantes de Padé. apartado 5.3c. a la energia libre 
de Ifolmholtz (ec. 5.7).



























se representan los resultados teôrlcos para a#ta propiedad. en la técnica 
de lorn aproxiaantea de Padé, para los très Juntos de coeflcientes «
Junto a los obtenidos por slaulaclôn MC para el slsteaa cuadrupolar de elon 
gacite Bolecular L** > 0.600. Las predlcclones tedricas, cos* ya ocurria con 
las otras propledades ya eatudiadas, son altanente satlsfactorias. En asdws 
casos. unicaswnte a altas densidades (Fig. 6.5). aparecen nuevsswnte en 
esta propiedad las alsaas dlscrepanclas ya detectadas en la funclta 
(A-Ajjjj)/TOcT. en esta mlsma reglàn (ver Fig. 5.6). Efectlvaswnte. a densida­
des super lores a p**« 0,4 . se aprecla un clerto camblo en el h&blto de las 
curvas RAN para esta propiedad. A1 menos a las densidades alcanzadas. no 
aparece este conportaniento en los puntos obtenidos por MC. valores consl- 
derados ‘exactos*. Para ambas propledades. energla libre e Interna, esos 
camblos afectan tan solo *a los dados por la teorla con coeflcientes RAN. 
pues los obtenidos por la mlsma pero con coeflcientes slmulados, tlenen un 
comportamlento similar al de los resultados exactos' (Figs. 5.6 y 6.5). Se 
trata pues, de un efecto Inducldo en la teorla. especlalmente por la ^ro- 
ximaclôn RAN. De cualquler modo, desde un punto de vlsta cuantltatlvo. 
taies anomallas no parecen tener efectos serlos en los valores finales. A 
la escala de las figuras, las modlfIcaclones en los valores de las contrl- 
buclones cuadrupolares no son relevantes, por lo que la Incldencla en las 
propledades totales. A/NlcT y U/NkT, deben ser despreclables.
De la tabla 6.8 se ve que las dlferenclas encontradas entre los 
valores exactes' de MC y los tedrlcos. oscllan entre un valor*mlnlmo del 
0.IX y un mdxlmo cercano al SX para los très Juegos de coeflcientes. excep- 
tuando el correspondlente a Q** = 0.5 en el caso RAN (go^) que vlene posl- 
blemente afectado de un mayor error de càlculo. slendo preclsaaente esta
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opcite la qua majora# rasultado# ofraea an todo al intarvalo da cuadnipo- 
loa. Las difawmaaW* axis tan ta# antra lo# rasultado# dado# por K  [35] para 
aodalo. son algo mayor##, oscllaado «otra un valor da alradador dal 5% y
un 8%. Algo similar ocurra si no# fijasn# an lo# rasultado# qua #a muastran
en la tabla 6.7. en la qua la# diferencia# aneontrada# son siaapra infarlo­
res al 8Z. excepta la de densldad p" » 0.1 y Juego da coaficiante# RAN
(go^). afectado taabita quizà# da un mayor error da càlculo.
Tabla 6.7
Resultados tedricos y de simulacidn 
para la energla interna de excaso. (U-U^)/Nkl,
M
con L = 0,6 y Q « 1.963.
p
Simulacldn Teorla
MC RAN (g^) RAN (gl*)
0.100 -0.450 -0.378 _ ____
0.200 -0.990 -0.912 -0.929 -0.896
0.300 -1.639 -1.619 -1.694 -1.592
0.400 --- -2.461 —
0.4263 -2.644 -2.690 -2.844 -2.808
0.500 -3.451 -3.291 -3.430 -3.730
Si coapsuamo# la# columna# MC" da la tabla 6.8. #a apracia. qua 
la contribucidn a la enargia Intama en el cuadnipolo ideal e# antra un 11% 
y un 17% mayor en valor abaoluto qua al corraspondianta al cumdnvolo da 
cargas puntualas. Por lo tanto. entre esto# porcantajas. #a sitùa la difa- 
rencla en esta pr<q>iad#d de lo# do# modclos. diferencia qua. por otra par­
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te, représenta la contrlbucidn a U del conjunto del désarroilo multipolar 
del cuadnipolo flsico. aàs al là del, en este caso. primer término. el cua- 
drupolo puntual.
Tabla 6.8
Variaciôn de (U-Uj^)/NkT con el cuadnipolo para L* = 0,6 y p* » 0.4263
Este trafaajo (cuadrupolos puntuales) WG (POQ)
Sinulaciôn Teorla Simulaciôn Teoria
MC RAM (g^) RAM (gf^”) 0 (SIM) *klm MC TP
0.5 -0.24 -0.266 -0.255 -0.250 -0.20* —
1.0 -0.82 -0.853 -0.867 -0.854 -0.70 -0.76
1.5 -1.66 -1.681 -1.751 -1.727 -1.44* —
2.0 -2.64 -2.690 -2.844 -2.808 -2.32 -2.51
2.5 -3.86 -3.838 -4.100 -4.050 -3.36* —
3.0 -5.09 -5.093 -5.484 -5.418 -4.57 -4.78
Valores obtenidos de los-ajustes dados en [35].
Al Igual que en el caso de la ecuaclôn de estado en la secclôn 
anterior, una vez comprobado el buen funcionamiento de la teorla. conple- 
mentada con la técnica de los aproximantes de Padé. hemos completado el 
estudio extendiendo los càlculos a otras anisotropias y cuadrupolos molecu- 
lares. En las figuras 6.7 y 6.8 se ve la dependencia de esta propiedad con 



































■laau ym tratadu aaterlonwnte. Los cuadrupolos elsgidos partaoaean a 
tras Isoteraas rsprasantativas da aabas distancias incarattelcas. corras- 
pcndiando, grosso aodo". cos» ya hsaos subrayado antarionsanta. a la taa- 
paratura critics, da fusidn y abulliciôn dal Na (L**a0,4) y Cla (L**a0.6) 
respactivaaanta. En la figura 6.8 los puntos raprasantados (circulas y 
triéngulo) son los valoraa exactos". obtenidos da la ecuacidn (6.2). Los 
valoras dados por esta acuacibn, cos» suastra la figura, concuardsn parfac- 
tamante con los teôricos. En asdms figuras, la enargia intama da excaso 
aunenta an valor absolute con la dansidad y al cuadnipolo. Las curvas tla- 
nan un coaportaaianto paracido al dascrito antariomanta an al caso da la 
enargia libra e Intama da excaso. observàndosa tastibn a densidades altas 
un castio an al hàbito da las curvas an aabos nodelos wlacularas. siando 
mbs acusado a cuadrupolos mayoras.
6.4 RESULTADOS PE SIWULbCIOW MC PARA U S  PROPIEDADES 
ESTRUCniRALES DEL FLUIDO CUADRUPOLAR.
C oêêo ya hasns apuntado an la introducciôn a asta capitula, a lo 
largo da las siaulaciones raalizadas del sistaaa cuadrupolar. sa ban gana- 
rado COMO subproductos. abundantas datos astructuralas pau-a al fluido cua­
drupolar qua considarasKis da intarés. Por aso. y aunqua un tanto fuara del 
contaxto da asta trabajo cantrado an la dascripciôn da propiadadas taraodi- 
n&aicas. nos ha paracido convanianta racogar aqui lo mbs significativo da 
asa material para al sistaaa cuadrupolar da alongacién L** « 0.6.
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que coao apunteeos en la secclôn 6.2, cons ta de una auestra de 106 particu­
les. generéndose al menos 1.25x10* configuraciones para el equllibrado y 
2.5x10* en el c&lculo.
En el apéndice G presentanos algunos de los resultados obtenidos 
en forma de tabla, mientras que en las figuras 6.9 y 6.10 mostraaos. res- 
pectivsjsente. la variaciôn del coeflciente màs significative, el goco(R). 
con la densidad y el cuadrupo lo. La magnitud del primer môximo auaenta con 
el increswnto de la densidad y del cuadrupolo. en ambas. Al aumentar estas 
dos variables, el pico a la vez que se hace mayor, se desplaza a distancias 
màs pequmas. lo que viene a indicar que las moléculas del fluido adoptan 
preferentemente la configuraciôn en T'. esto es. las particulas se colocan 
perpendicularmente unas respecta a las otras.
Por otra parte, en la figura 6.11 se representan algunos de los 
restantes coeflcientes Sj^ jj,(R) a p = 0.4263 para varies cuadrupolos (Q =
0. 1,5 y 3). lo que nos permite ver la influencia de este paràmetro en esos 
coeflcientes. El gaoo(R) tiene un comportamlento muy particular con el 
cuadrupolo reducido. ya que un incremento de éste parece suavizar su 
estructura. Para los otros coeflcientes representados. gszo. g4oo y g4zo. 
el cosqiortaaiento es muy seme jante. El cuadrupolo hace desaparecer en algu- 
na zonas la estructura, mientras que en otras. la magnifica.
De forma general, para los coeflcientes g^^^(R). la magnitud de 
los màximos y minimos decrece al aumentar klm" en orden. como cabria espe- 
rar. con la convergencia del désarroilo de g(R.ut.wa). Es dificil relacio- 
nar la forma y magnitud de estos coeflcientes a aspectos especificos de la 
estructura orientacional: sin embargo, las figuras mostradas. dan algôn
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atlsbo acerca da las correlaclones angulares an funclôn da la densidad y de 
la aagnitud del cuadrupolo. Como puede verse, a distancias superiores a 




En el presente trabajo se ha abordado el estudio de teorlas de 
perturbéetones para fluidos aoleculares con potenctales de interaccldn 
àtosn-àtoao. que pueden o no Inclulr contribuetones polares (aàs especifi- 
camente contribuetones cuadrupolares). El objetivo as determiner la capaci- 
dad de estas teoriu para predecir las propledades termodinAmicas de siste-
sas en que la anisotropia molecular es un rasgo esencial.
Cuando el fluido no tiene interaccimes polares, podeaos abordar 
su estudio mediante una teoria de perturbactones basada en la simetria del 
potencial àtosm-àtomo. Means utilizado la extensidn a este tipo de poten- 
ctales de la teoria de perturbactones Barker-Henderson en dos verstones que 
corresponden a dos descomposiciones diferentes del potencial: la propia 
Barker-Henderson (BH) y la Weeks-Oiandler-Andersen (RCA). El primer esquema 
ya habia sido désarroilado y estudiado prediciendo buenos resultados para 
las propledades tenaodinAmicas de fluidos diatteicos como nitrôgeno y clo-
ro. La segunda versiAn ha sido propuesta- por primera vez en el presente
trabajo. En ambos casos. el désarroilo teArico conduce a un sistema de 
referenda constituido por esferas duras fundidas cuyos dlAiaetros dependen 
de la tempera tura a travAs da una send 11a re lad An propordonada por la 
teoria.
El estudio de aabas forauladones se aplica a un modelo molecular 
que sirve para represen tar el comportamlento del cloro liquide (en este
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modelo son importantes los efectos debidos a la anisotropia molecular). 
Como potencial entre centres de interacciôn se utilize un Lennard-Jones
(12-6).
Memos analizado la convergencia del désarroilo de perturbedones, 
para ambas descomposiciones del potencial. calculando 'exactaownte' (esto 
es. por simulaciôn de las funciones de distribuciôn del sistema de referen­
d a  de esferas duras fundidas) los dos primeros términos del désarroilo. 
AdemAs. hemos evaluado dlchas funciones mediante las ecuaciones RISK con el 
objeto de estudiar el efecto de dicha aproximaciôn teôrica en las propieda- 
des termodinAmicas (en particular, factor de compresibilidad y energia 
interna). En todos los casos se ha utilizado la ecuaciôn de estado de 
Boubl ik-Nezbeda para la obtenciôn de las propledades termodinAmicas del 
sistema de referencia. con lo que. como resultado adicional. podemos con­
trastât la validez de esta conocida ecuaclôn semi-empirica. Finalmente, 
hemos estudiado el efecto global de las aproximaciones teôricas en ambas 
descomposiciones comparando los resultados obtenidos en un désarroilo de 
primer orden con datos pseudo-experimentales' de simulaciôn para el mismo 
modelo molecular.
Cuando el fluido a estudiar tiene contribuciones polares, no 
puede. en general, escribirse el potencial par como suma de contribuciones 
Atomo-Atomo. Por esta razôn no es posible aplicar el procedimiento teôrico 
anterior, exigiendo estos sistemas un tratamiento diferente. Partiendo de 
la teoria general de perturbaciones con sistema de referencia no esfArico, 
para este tipo de fluidos moleculares se ha utilizado un désarroilo pertur- 
bativo para la energia libre en tArminos de invariantes rotacionales. Para
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sisteans d* aolAculas lineales, en esta fonsulaclôn los ténsinos del dé­
sarroi lo vlenen dados en funclôn de los coeflcientes annônico-esfèrlcos del 
désarroilo de la funciôn de distribuciôn molecular del sistema de referen­
cia anisotrôpico. La elecciôn obvia es escoger el mismo que en la teoria 
anterior. Se calculan los dos primeros términos del désarroilo, el segundo 
de forma aproximada y solo vàlido para fluidos lineales. Ademàs. se aplica 
la técnica de los aproximantes de Padé para acelerar la convergencia de la 
ser le. para lo cual se estima la contribuciôn del tercer término del dé­
sarroi lo.
Nuestro objetivo principal en este caso es el de proponer un 
esquema de càlculo teôrico de las contribuciones polares en fluidos molecu- 
lares con interacciones polares. El anàlisis se ha hecho para un modelo 
relativamente simple de moléculas diatômicas homonucleares duru con cua­
drupolos idéales en el centro molecular.
La estructura del sistema de referencia ha sido aproximado por la 
teoria R M  en su forma reducida. La funciôn de distribuciôn go(R) (nece- 
sarla pum el càlculo de los coeflcientes g^2^(R) por la RAM) ha sido 
calculada mediante la ecuaciôn de Percus-Yevick. Para estudiar el efecto de 
esta aproximaciôn hemos obtenido también g^(R) por Dinàmica Molecular. 
Anàlogasmnte. y para examiner la incidencia de los efectos de la teoria RAM 
en el esquema teôrico. se han simulado los coeflcientes g^^^(R) por Monte 
Carlo. Se han efectuado càlculos para la energia libre, factor de compresi­
bilidad y enegia interna en las très opciones senaladas. las cuales han 
sido cempaamdæ con los resultados obtenidos por simulaciôn del sistema 
real a varias densidades y diferentes valores del momenta cuadrupolar.
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Coao resultado de este estudio podemos conclulr.
A) Sistemas no polares:
1.- La convergencia del désarroi lo de per turbaciones 
Barker-Henderson (BH) sigue unas pautas muy similares al de sis­
temas monoatôalcos. La descooposiciôn del potencial tipo BH con­
duce a una teoria de segundo orden, mientras que en la divisiôn 
WCA, un solo término podria ser suficiente.
2 - Los resultados obtenidos para la energia libre utilizando la 
aproximaciôn RISN a las funciones de distribuciôn del sistema de 
referencia se comporta bastante favorablemente con los obtenidos 
por simulaciôn. Sin embargo. los errores que introduce esta apro­
ximaciôn depende de forma deslgual de la temperatura, densidad y 
tipo de descomposiciôn . por lo que los errores inducidos en 
propledades derivadas. como presiôn o energia interna, pueden ser 
apreciables en algùn caso. Afortunadamente este error se cancela 
casi exactamente con la contribuciôn de segundo orden en la des­
composiciôn BH. lo que explicarla los satisfactorios resultados 
que se han obtenido con esta teoria en primer orden de perturba- 
ciôn..
3.- La descomposiciôn WCA conduce, cuando la densidad es al ta. a 
un sistema de referencia con un empaquetamiento excesivamente 
grande. Esto introduce imprecisiones en la evaluaciôn de las 
propledades termodinAmicas del sistema de referencia. Asl mismo.
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hae* extreaadaaente dlficultoso el céculo por slaulclôn de la 
contribuciôn de segundo orden.
B) Sisteaas polaraa:
4.- Los càlculos realizados muestran que la aproximaciôn PY a la 
funciôn de distribuciôn radial. go(R). del sistema de referencia 
RAM. introducen errores significativos en las contribuciones de 
priawr y segundo orden. Ai y A,, a la energia libre. Pero taies 
errores resultan ser del misa» orden y signos contraries en ambos 
términos. de modo que sus efectos se cancelan al sumarlos. lo que 
conduce a un valor final para Ai+A, muy prôximo al simulado.
5.- Dentro de un razonable margen de error, los valores finales 
para las principales propledades termodinAmicas (factor de cois- 
presibilidad. energia libre y energia interna cuadrupolar). en la 
aproximaciôn RAN a los coeflcientes armônico-esféricos de la 
funciôn de distribuciôn molecular del sistema de referencia ani- 
sôtropo. coinciden bién con los calculados por MC. Consecuentemen 
te. puede concluirse que la teoria RAM es una buena aproximaciôn 
al sistema de referencia de la teorla de per turbaciones examina- 
da.
6.- En la zona de altas densidades. por encima de p**^.4. el 
comportamlento de la teoria que proponesns parece desviarse del 
de las curvas exactas". Creemos sin embargo que cualitativamente 
las diferencias apreciadas son solo aparentes y se deben a que la
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llgera Inflexlôn en las curvas teôricas en torno a esa densidad 
aparecen en las exactas a densidades màs altas a las alcanzadas 
en nuestros càlculos.
C) En définitiva:
7.- Los esquemas de perturbaciones propuestos describen satisfac- 
torianente las contribuciones anisotrôpicas y cuadrupolares de 
fluidos moleculares. Representan asi técnicas ùtiles puramente 
teôricas en la predicciôn de propledades termodinAmicas de este 
tipo de sistemas moleculares.
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Integraclte de lea expreeioeem aaaliticas del factor de 
coeprealbilidad para el càlculo de la energia libre de Helaholtz
Se traça de obtener la expresiôn analitlca de la energia libre de 
Helaholtz Ao. de nueetro sistema de referencia. a partir de la correspon- 
diente del factor de compresibilidad. Haremos la deducciôn para una ecua­
ciôn bastante general, y luego la parti eu larizarenos para la ecuaciôn de 
estado de Boublik-Nezbeda [49]. La ecuaciôn de partida. puede ponerse como 
(ec. 2.4)
flP- , 1 + ay + by' + cy^ (A.l)
P ( 1-y)'
donde y es la fracciôo de empaquetamiento. y = p = r p d^/6. siendo 
d ^  el diàmetro de la eefera 4a igual volusien a nuestra diatômica. que se 
calcula oMdlante
d ^  . (1 ♦ 3L /2 - L /2) d= (A.2)
en la que L = L/d. es la distsstcia entre centres de la diatômica. y d es 
su diàmetro. calculado por las ecuaciones (1.53) y (1.54). Por otra parte, 
sabesns que
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Sustltuyendo esta expreslôn en (Al), opérande, se obtlene:
É e I - ^  = r _ Ë £ ---  + aV f --- ^ --- + bv' r S à S —
J p(l-pV)“ J (1-pV)* J (1-pV)*
f - £ ! ëp...
(1-pV)
cV“ I P (A.4)
v =
Las intégrales que aparecen en esta expreslôn. pueden resolverse 
fàcilmente integrando por partes y/o por ser inaediatas. Los resultados 
finales de cada uno de los tipos que aparecen en (A4) puede consul tarse en 









J ( 1-pV-pV)= 2(l-pV)^ 1-pV
cV  I = -c In(l-pV)----
(l-pV)= 1-pV 2(l-pV)*
Sustituyendo esto en la ecuaciôn BN agrupando tôrminos y slmpli- 
ficando. queda la slgulente relaciôn:
Ao“A








y ~  pd® (1 + 3L /2 - L /2) (A.8)
Esta ecuaciôn coincide con la dada por Tildesley [27], tenlendo en cucnts 
que su a es la nuestra dlvldlda por 3.
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APEWDIŒ B
Propledades de los Invariantes rotacitmales
Los invariantes rotaclonales. asi como los armônlcos esféricos 
generalizados o normales y los simbolos 3J, tienen unas importantes propie- 
dades, las cuales nos van a servir para poder tratarlos de una forma màs 
sencilla.
En la notaciôn de [64.65], los invariantes rotaclonales tienen la
forma
• 1  (-')"’[-;• l- il ]
m ’u ’X’
y su complejo conjugado esté definido por 
H'v'X'
Aplicando alguna de las propledades de los armônlcos esféricos, 
como por ejemplo [64,65.67]
OIZ («) = (-1)""" D («) (B.3)
donde m = -m. y ademàs para los simbolos 3J de Wlgner se cumple:
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Sustituyendo estas dos relaciones en la expreslôn (B.2). opéran­
de. se llega a la expreslôn
I (B.5)
U ' v ’X'
con s=nH-n-*-l+M+ü-X’-ü.
Por otra parte, de la propledad de los simbolos 3j [65.67.68]
11' I X 0 si mt+ma+m = 0 (B.6)
(_ iHi m2 m J
con lo que. p ’ = o'+X'. y sumar sobre -u‘ y X' es lo mismo que hacerlo 




Sustituyendo en esta ecuaciôn la (B.l). obtenemos
(w,.W2.w,s) (B.8)
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que nos dà la expreslôn del complejo conjugado del Invariante rotaclonal. 
Por otra parte tabsaos que [65]
J  d»ta J  dui J  dw, .ua.wia) (w: .wa.wia) *
(B.9)
w^s* n^n' 1^1' u^i)‘
(2nH-l)(2n+l){iU0
es la relaciôn de ortogonalldad. en la que ô j^ son las deltas de Kronecker. 
con propledades bien conocldas: 6^^ s 1 si IXj. con lo que debe cumpllrse 
que: asm'; n « n': etc.
-216-
APTOlg C
Coeflclentea del désarroi lo para el potencial cuadrupolar 
de lineales ( (R**) )
El potencial de perturbaciôn intenaolecular que vaaos a tratar en 
este caso va a ser. como ya hemos indlcado. un potencial cuadrupolar lineal 
ideal, cuya expreslôn en funclôn de los Angulos Euler (6t. 6a. Ata), es 
[31.36-38.67.68]
u^(R .wt.wa) = ' { 1 - 5  (cos*6j + cos*9a) - 15 cos*6i cos^6a +
R
2(sen6i senôa cosAia - 4 cos6t cosôa)*} (C. 1)
donde Q es el cuadrupolo reducido dado por la relaciôn
3Q*
4kTd“ (C.2)
en la que d es un parAmetro arbltrarlo useuio para reducIr las dlstanclas. y 
que en nuestro caso va a ser el dlAmetro de las esferas duras que forman la 
molècula; k es la constante de Boltzmann. T la temperatura absolute y Q es 
el valor del cuadrupolo en unldades esu.
1 esu » 3.3357 x lO"* On* (C.3)
Dado que para molécules lineales el potencial de perturbaciôn
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puede ser désarroilado en armônlcos esféricos mediante la relaciôn [31,36]
u (R**.«,.«s) • A w  I  (R") Yi,(«a) (C.4)
klm
en la que es la orlentaclôn de la molècula 1 respecte al eje Intermole- 
cular que une los centros de masas de anbas moléculas. como ya se dljo 
anterlormente; Y^(w^). son armônlcos esféricos, en este caso ordinaries 
[68].
Coan en nuestro caso se trata de un potencial cuadrupolar, ocurre 
que ksls2. varlando m desde -k (1). hasta +k (1). Tenlendo en cuenta esto y 
sablendo ademàs que para fluldos homogéneos se cumple que
"klm("") = "klm(«") (C.5)
solo necesltamos conocer las expreslones de très cœflclentes .
Para hacer esto. désarroilamos la sumatorla de la relaciôn (C.4), dando 
valores a los armônlcos esféricos que en ella tqmrecen [67.68]. con lo que 
obtenemos
Uq (R**,«t.«2 ) = (3co8*Si-1) (3cos*0a-l) U22o(R**) -
15 senGi senSa cos8% cos6a coséia Uaa>(R**) + (C.6)
— sen's1 sen'Sa (2cos'éta-l) uas2 (R )




U32o(R ) *  =r
5R
IGQ
U221(R ) = Ua2-l(R ) = 9 (C.7)
15R
4Q
U222(R ) = U22-2(R }
15R
relaciones que pues tas en funciôn del coeficlente U220 quedan
U221 (R ) = U2 2-i(R ) = U22o(R )
U22a(R ) = U22-2(R ) = —r  U22o(R )
(C.8)
Estos resultados coinclden con los dados en la referenda [38].
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AfOTIŒ D
Obteneita de los coeflclentes del désarroilo en arsdnlcos esféricos 
del preducto de la funciôn de distrlbuclôn molecular par del sistea 
de referenda y el potencial de perturbaciôn para sistemam formados por 
moléculas lineales cuadnqwlares
En el présente apéndice vaaos a calculer los coeficientes 
Cijn(B)* los cuales son el resultado de multiplicar la funciôn de distribu- 
dôn molecular par por el potencial de perturbaciôn haciendo un désarroilo 
en arméniens esféricos. Se van a obtener estos coeficientes solo para molé­
culas lineales con interacciones cuadrupolares, lo cual simplifica en gran 
medida el nùmero de éstos.
Sabemos que el désarroilo en armônicos esféricos de una funciôn 
f(Ri2 .wt.wa) para moléculas lineales. usando un sistema de coordenadas fijo 
en las moléculas. en el que el eje z coincide con la linea de uniôn de los 
centros de masas de ambas moléculas. tiene ia forma [31.34.36]
f(Ri2 .«i.wa) = 4v I  fklm^’**'^  ^Im^"*^ (D U
klm
que parti eu larizada a la funciôn de distribuciôn y al potencial de pertur­
baciôn. resultan, respectivamente
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go(Ria.wi.ua) » 4w ^ Y^^(wa) (D.2)
klm
u^Ria.wt.wa) « 4» J u^^JR,,) Y^^(w,) Y^^(w,) (D.3)
donde. como ya hemos definido anteriormente. Y^(w) son armônicos esféricos 
ordinarios [66-69].
La funciôn G(Ria.wi.wg) résultante al efectuar el producto de las 
funciones definidas en las dos relaciones anteriores. vendré dada por
G(Ria.Ui.Wa) » go(Ria.w,.wa) u^(Ria.wi .wa) = 4a ^ ^in^"'^ Yj^(wa)
IJn
(0.4)
Para calcular los coeficientes este producto. multi-
pi icamos la relaciôn anterior por los armônicos esféricos conjugados e 
integrando. se obtiene
J  G(Rta.wt.wa) Y^.^.(w,) Yj.^.(ua) dui dwa = 4a ^  ^^(Ria) *
ijn
[f ^in("‘> Y%.^.(w,) d«,]x [[ Yj^(ua) Yj.^.(wa) d«a] (0.5)
expreslôn en la que aparecen integraciones sobre las orientaciones u 
Aplicando a éstas las condiciones de ortogonalldad [31]
I  C'"') \  . ('"I ' «kk- «m,- (”•«)
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en la que aparecen las deltas de Kronecker. ya def inidas. de propledades 
perfectaaente conocldas (deben cuaplir para que la integral no se anule 
que: k«k" y mms"). Haciendo uso de esta propledad en la relaciôn (D.5). 
obtenestts finalmente para el coeficlente
G ^ j J R . s )  . J  C(R„.w,.we) Y^w») dw, du, (D.7)
Sustituyendo en esta relaciôn las dadas en (D.2) y (D.3). integrando sobre 
orientaciones utilizando expreslones dadas en [31.68]. se llega a la si- 
guiente en funciôn de las dlstanclas reducidas (R?,«Ri,/d) donde d es un 
par&metro arbltrarlo. como ya heiaos apuntado anteriormente.
• 1 l ( : -i ï ]( 5 ô S ]( î -i i ]"
klm rst
(D.8)
[ 5 0 0 ][(2r+l)(2s+l)(2j+l)(2i+l)(2k+l)(21+l)]‘^
Esta ecuaciôn es de tipo general para lineales con cualquier tipo de in- 
teracciôn polar, estando el sistema de coordenadas referido al eje de uniôn 
de los centros de masas de ambas particulas y éste coincidiendo con el eje 
z (sistema axial). Este coeficlente viene dado en funciôn de los g^^^. u^^^ 
y los simbolos 3j de Wigner.
Dado que estamos interesados en el c&lculo de propledades termo- 
dinômicas de fluldos cuadrupolares. los coeficientes r y s tendrén como 
valor 2. varlando t desde -2 bas ta +2. tomando todos los valores en ter os
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Interaedlos. Por otro lado. i=j=2 [38]. con n con los misaws valores de t. 
Sustituyendo en (D.8) estos coeficientes definldos queda para cuadrupola­
res lineales
Ï  ] [ ? 2 0  )[  1 4  i  ]•
kin t
(D.9)
Los simbolos 3J que aparecen en (D.9) tienen una serie de propie- 
dades. algunas de las cuales son [67,68]
r 1» la 1 I ^ Q . 0 (D.IO)
( m i  ma m  J
[ o‘ 0* 0 ] ° l. + la-^ l es par (D.ll)
[ 1:1:1 ] ' ° “ K i l l ,  (D.12)
f i 1 ^ ° $ 1 i 1,+lg (D.13)
( * ' •* (propledad triangular)
De las relaciones anteriores se deduce que: 
t-n+a = 0 (de D.10) 
k y 1 son pares y con valores 0.2 6 4




Los coeficientes que tenenos que obtener. tenlendo en cuenta
todas estas propledades. seràn: Gaao . G221 y Gaaa.
a) Coeficlente G220
Para este coeficlente en particular, la relaciôn (0.9) toma la
forma:
o.„(»r.)-2s I I »£,.(«?.) [î 0 ! ; ] ( ? ? $ ) [ ■  0 !]■
klm t
[g g ^ ][(2k+l)(21+l)f
en la que segûn (D.10). t=-m .
Del apéndice C conocemos las expreslones de los coeficientes del 
potencial de perturbaciôn ((0.7) y (0.8)). que sustituidas en la relaciôn 
anterior, dando valores a todos los simbolos 3j résultantes, nos queda para 
este coeficlente
G22o(Ria) = 2^  ' U22o(Ri2 ) [ 294 gooo(Ri2 ) + 169/5g20o(Ria) + 120g2ao(Ria) 
♦ 40g22i(R>2) + 40g222(Ria) + 504g4Oo(Rl2) + 144/5g42o(Rl2) + 




Para este caso, evldentemente n^l en la relaciôn (D.9). Aplicando 
en ésta las propledades antes definidas, se deduce que m=l-t. Opérande c om o  
en el caso anterior, résulta
Ca2 i(Ria) = ■ uaao(Ria) [196gooo(Ria) + 56/§^oo(Ria) + 20gaao(Ria)
+ GOgaai(Ris) 120gaaa(Ria) - 224g4ao(Rta) - 32/5g4ao(Ri2) + 
50/6èSai(RTa) + 160/%Sa:(RTa) + 54g?4o(R?s) + 185g?4i(RTa) + 
160gS4a(RTa) + 35gS43(RÎa)] (D.18)
c) Coeficlente Gaaa
Ahora n»2. con lo que se obtiene
Gaaa(Ria) = 2g uaao(Ri2 ) [49gooo(Ria) - 28/5gaoo(Ria) + 20gaao(R:a) 
+120gaai(Ria) + 120gaaa(Rta) + 14g40o(Rta) - 4'/5g4ao(Ria) - 
40/6ifSai(RÎa) - 12(V3^ :aa(RTa) + g44o(RTa) + 20g54i(RÎa) + 
90gS42(RTa) + 140gS43(RTa) + 70gS44(RTa)] (D.19)
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APEWDICE E
Ajustas d# los resultados obtenidos por simulaclta de y gp/p
para obtener por Integraciôn la energia libre cuadrupolar
La energia libre de un sistema se puede obtener a partir de ecua- 
ciones sencillas que nos relacionan esta propiedad con el factor de coupre- 
sibilidad y la energia interna del mismo. Estas ecuaciones que se encuen- 
tran en cualquier libro de Termodinânica son
r a(A/NkT)i 1
 5—  = — * (Pp/p) (E l)
ap Jt p
r a(A/NkT) 1 1
 ==  * = -p - (U/NkT) (E.2)
i aq Jp** q“
De esta forma, conocido el factor de compresibilidad del sistema 
a varias densidades, podemos calcular la energia libre mediante la integra­
ciôn de un ajuste apropiado de esta propiedad en funciôn de la variable 
densidad.
El factor de compresibilidad para nuestra teoria de perturbacio- 
nes de fluides no esféricos con interacciones cuadrupolares lo podemos 
poner como una suma de dos términos; uno de elloa serô el correspondiente 
al sistema no perturbado (sistema de referencia), mientras que el otro serà
-226-
el debido a la perturbaciôn total, que en nuestro caso serô la cuadrupolar. 
De este node, podesns poner esta propledad cos»
donde (6p/p)^g y (0p/p)^, seràn el factor de compresibilidad del sistema 
no perturbado formado por diatômicas duras (HD), como hemos definido ante­
riormente, y el de la perturbaciôn cuadrupolar, respectivamence. En esta
ecuaciôn se conocen dos de los términos. Uno de el los es el factor de cosi-
presibilidad total que obtenemos por simulaciôn via Monte Carlo (ver capi­
tula 6, apartado 6.2), y otro el del sistema de referencia, que évaluâmes
mediante la ecuaciôn de estado de Boublik-Nezbeda (BN) [49].
AJustando a polinomios de tercer grado los valores de la propie­
dad total obtenida de forma 'exacta', y de la del sistema de referencia, 
estos quedan de la forma siguiente
P p / p = ao + aip* + aap* + aap** (E. 4)
(Dp/p)j^ = bo + bip* + bap* + bap" (E.5)
en funciôn de la densidad del sistema.
La energia libre debida a los cuadrupolos idéales, en virtud de 
(E.l) y (E.3), serâ
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Los coeficientes bo y ao en (E.4) y (E.5) deben tender a 1 cuando p -» 0, 
con lo que es razonable suponer que ao^bo. Tenlendo en cuenta esto. susti­
tuyendo (E.4) y (E.5) en la expreslôn anterior, se llega a
* RkT^ P**) " P0KP*"=O) » [ci+cap^+cap** ] dp* (E.7)
donde c^  = a^-b^. Integrando esta relaciôn obtenemos la que nos proporciona 
la energia libre de exceso simulada' en funciôn de las diferencias de los 
coeficientes de los ajustes de las ecuaciones de estado del sistema total y 
de referencia, que vendrà dada por
m  M
j j j^p ) = Cip + Cap /2 + Cap /3 (E.8)
Para obtener esta misma propiedad a partir de la energia interna 
en funciôn del cuadrupolo reducido , operamos de igual forma, pero en este 
caso ajustasns solo la energia interna simulada en términos de la variable
M
Q a densidad fija (en la isôcora p s 0,4263, como vimos en los capitulos 
5 y 6). De este modo, la energia interna ajustada a un polinomio de grado 
très vendré dada por
nOQ «a M*
jjjjjjr « do ♦ diQ ♦ daQ + daQ (E.9)
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en la que do tiene que ser nulo, ya que cuando el cuadrupolo es cero. la 




n  m* m *(d, + daQ 4. d,Q ) dQ (E.IO)
e integrando entre los limites Q » 0 y Q . y teniendo présente que 
A^/NkT(Q* ■ 0) » 0, résulta
*00
PgY^Q ) * diQ + daQ /2 daQ /3 (E li)
que nos proporc iona la energia libre simulada' debida a la interacciôn 
cuadrupolar de nuestro sistema a una densidad fiJa y en funciôn del cuadru­
polo.
En la tabla E.l se muestran los valores de los coeficientes obte­
nidos en los diferentes ajustes de estas propledades.
Tabla E.l
0 0,956 0,956 ~0 --
1 6,875 9,653 -2,778 -0,120
2 -33,431 -37,965 4,534 -0,793
3 102,094 130,654 -28,560 0,087
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AEEBBI£L£
Obtenclân del dlAaetro de la esfera efactiva para el célculo 
aproaclMidn del tercer téraino del désarroilo de perturbéeloues
Para obtener el tercer tërmlno del désarroilo de perturbedones 
aproximado cosw proponen sus autores en [72]. es necesarlo calcular el 
dlàMtro efectlvo del sistema esférico que puede ser elegido de diferentes 
formas, una de las cuales es la que proponen los autores en [37]. en la que 
igualan la compresibilidad isotérmica del sistema formado por las diatômi­
cas duras al constituido por esferas duras de diénetro d, mediante la rela­
ciôn
donde = pv^^ y = pv^. siendo y v^g. los volûmenes moleculares 
de la diatômica dura y de la esfera. respectivamnete. Igualando anbos volù- 
mwies obtienen el diémetro de la esfera (dlâmetro efectlvo).
Otra forma para conseguir este paréroetro es la propues ta por del 




domU y «itAn ya dafinldaa. El dlAaatro efectlvo es calculado de 
igual forma que en el caso anterior.
La tercera posibilidad es la propuesta por WC [35], en la que 
igualan la energia libre residual de ambos modelos mediante
(E-3)
donde a p'v^^ y = pv^g , que como puede apreciarse tienen diferen­
tes densidades numéricas, pero iguales volûmenes para los dos sistc
El cuarto caso, que es el que vaaos a utilizar aqui, es el debido 
a Rasaiah, Larsen y Stell [72], en el que suponen que en ambos fluldos, el 
diatômico y el esférico, la energia libre residual es la misma, esto es
y '^ HS =
Para evaluar la energia libre residual de ambos sistemas, elegi- 
mos la ecuaciôn de Camahan-Star 1 ing [61] integrada para el sistema de 
esferas duras, mientras que para el caso diatômico, como hemos hecho a lo 
largo de la présente memoria, usamos la ecuaciôn BN [49] previamente inte­
grada (vease apéndice A). Las relaciones para ambas magnitudes vienen dadas 
por
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«(n) - <“*-■) W ' - b m )  • *“ , 1 ° *  <''■*>
U  - %))
En utes «xprasloMS y t]^ . son las fracclones de espaquetaaiento defl 
nldas anterlonsente (eapitulo 2). y a esté relaclonada con la geoswtria de 
la molècula diatômica mediante
(L%1)(L%2)
o # ------J— ja—  (F.7)
(2+3L -L* )
Igualando las ecuaciones (F.5) y (F.6), podemos calcular el valor 
del diémetro de la esfera efactiva, d^g. conocido el de la diatômica. Opé­
rande y agrupando términos, lleganos a una ecuaciôn de segundo grado en la 
fracciôn de empaquetamiento del sistema esférico. cuya soluciôn es
donde una de las dos soluciones no tiene sentido fisico al proporcionar una 
ngg deaasiado grande, por lo que el resultado vélido va a ser
Por otra parte, sabemos que
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* »d^gP/6    p » 6n^g/wd^ (F 10)
’to ■ »«*HDP''®  * P “ ® W ”*HD (^ '^ U
Igualando ambas ecuaciones. y reduciendo d^g con el diémetro de 
la diatômica. résulta
t o  * t o t o  (E12)
que sustituida en la relaciôn (F.9) nos queda finalmente:
.'4m :.vl j_ iro,
ecuaciôn que nos proporciona el diémetro efectivo del sistema de esferas 




Resultados de simulaciôn para alguzws coeficientes g^^^(R) 
del sistema cuadrupolar a varias densidades y cuadrupolos
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Tabla G.1
Algunos coeficientes siaulados para la diatômica cuadrupolar con 
m*




0.100 0.300 0.500 0.100 0.300 0.5C
0.90 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.92 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.94 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.96 0.008 0.001 0.001 0.000 -0.001 -0.001
0.96 0.002 0.001 0.003 -0.002 -0.002 -0.003
1.00 0.003 0.006 0.009 -0.003 -0.006 -0.009
1.02 0.004 0.013 0.029 -0.004 -0.013 -0.028
1.04 0.019 0.029 0.062 -0.018 -0.027 -0.065
1.06 0.039 0.061 0.122 -0.034 -0.052 -0.101
1.08 0.073 0.108 0.205 -0.058 -0.085 -0.157
1.10 0.125 0.173 0.330 -0.091 -0.125 -0.232
1.12 0.179 0.281 0.500 -0.116 -0.185 -0.319
1.14 0.285 0.422 0.691 -0.166 -0.246 -0.393
1.16 0.408 0.747 0.940 -0.214 -0.129 -0.463
1.18 0.519 0.760 1.225 -0.228 -0.333 -0.500
1.20 0.689 0.981 1.551 -0.247 -0.353 -0.501
1.22 0.846 1.210 1.973 -0.241 -0.329 -0.438
1.24 1.067 1.465 2.366 -0.209 -0.269 -0.303
1.26 1.241 1.695 2.696 -0.152 -0.166 -0.110
1.28 1.368 1.795 2.772 -0.091 -0.083 0.018
1.30 1.428 1.856 2.693 .-0.047 -0.038 0.082
1.32 1.408 1.865 2.503 -0.017 -0.003 0.117
1.34 1.438 1.823 2.330 0.001 0.025 0.127
1.36 1.392 1.736 2.127 0.014 0.048 0.122
1.38 1.381 1.694 1.930 0.039 0.054 0.128
1.40 1.357 1.612 1.777 0.045 0.056 0.135
1.50 1.228 1.318 1.211 0.031 0.060 0.125
1.60 1.122 1.132 0.904 0.032 0.041 0.091
1.70 1.066 1.010 0.749 -0.001 0.013 0.050
1.80 1.022 0.945 0.693 0.015 0.008 0.020
1.90 1.003 0.899 0.688 0.014 0.009 -0.012
2.00 0.962 0.885 0.742 0.010 -0.004 -0.035
2.10 0.964 0.883 0.848 0.008 -0.009 -0.049
2.20 0.976 0.916 1.000 -0.003 -0.009 -0.046
2.30 0.986 0.958 1.115 0.010 -0.009 -0.026
2.40 0.989 1.004 1.180 -0.005 -0.007 0.000






0.100 0.300 0.500 0.100 0.300 0.5C
0.90 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.92 0.000 0.000 0.000 0,000 0.000 0.000
0.94 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.96 -0.009 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001
0.98 0.002 0.002 0.004 0.002 0.001 0.003
1.00 0.003 0.007 0.009 . 0.002 0.005 0.007
1.02 0.004 0.013 0.027 0.002 0.009 0.018
1.04 0.017 0.024 0.048 0.012 0.015 0.027
1.06 0.030 0.043 0.083 0.017 0.021 0.037
1.08 0.045 0.065 0.115 0.017 0.023 0.033
1.10 0.061 0.082 0.147 0.012 0.016 0.015
1.12 0.063 0.101 0.161 -0.004 -0.003 -0.024
1.14 0.065 0.096 0.130 -0.032 -0.043 -0.081
1.16 0.048 -0.040 0.032 -0.065 0.051 -0.153
1.18 -0.019 -0.037 -0.168 -0.105 -0.142 -0.220
1.20 -0.128 -0.197 -0.487 -0.142 -0.178 -0.223
1.22 -0.276 -0.454 -1.038 -0.135 -0.158 -0.133
1.24 -0.534 -0.813 -1.719 -0.082 -0.046 0.150
1.26 -0.801 -1.193 -2.436 0.040 0.155 0.564
1.28 -0.996 -1.455 -2.699 0.145 0.311 0.758
1.30 -1.081 -1.525 -2.613 0.191 0.344 0.728
1.32 -1.035 -1.498 -2.354 0.144 0.332 0.618
1.34 -1.045 -1.413 -2.069 0.163 0.284 0.472
1.36 -0.926 -1.283 -1.747 0.116 0.238 0.338
1.38 -0.921 -1.172 -1.455 . 0.130 0.195 0.204
1.40 -0.825 -1.031 -1.234 0.094 0.146 0.124
1.50 -0.484 -0.553 -0.445 0.027 0.025 -0.064
1.60 -0.302 -0.294 -0.122 0.001 0.011 -0.066
1.70 -0.206 -0.169 -0.018 -0.004 -0.015 -0.064
1.80 -0.152 -0.090 0.009 0.007 -0.015 -0.057
1.90 -0.116 -0.063 0.012 -0.002 -0.017 -0.052
2.00 -0.079 -0.034 -0.020 0.000 -0.020 -0.037
2.10 -0.073 -0.038 -0.095 0.000 -0.013 -0.023
2.20 -0.053 -0.057 -0.180 -0.009 -0.007 0.009
2.30 -0.054 -0.073 -0.212 0.005 -0.003 0.021
2.40 -0.043 -0.064 -0.145 0.012 -0.004 0.015





R* 0.100 0.300 0.500 0.100 0.300 0.5C
0.90 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.92 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.94 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.96 0.002 0.000 0.000 -0.004 -0.001 -0.001
0.96 0.000 0.000 0.000 -0.002 -0.002 -0.004
1.00 0.000 -0.001 -0.001 -0.003 -0.006 -0.009
1.02 -0.001 -0.002 -0.006 -0.003 -0.010 -0.010
1.04 -0.004 -0.007 -0.019 -0.007 -0.011 -0.004
1.06 -0.010 -0.019 -0.044 -0.013 -0.011 0,003
1.08 -0.026 -0.039 -0.087 -0.010 -0.012 0.023
I.IO -0.060 -0.071 -0.149 -0.016 -0.006 0.034
1.12 -0.081 -0.125 -0.231 -0.002 0.000 0.029
1.14 -0.139 -0.200 -0.318 0.007 0.009 0.019
1.16 -0.190 -0.279 -0.420 -0.025 -0.004 -0.014
1.18 -0.260 -0.362 -0.522 0.021 -0.003 -0.068
1.20 -0.341 -0.456 -0.614 0.007 -0.003 -0.102
1.22 -0.399 -0.530 -0.714 -0.003 -0.025 -0.148
1.24 -0.481 -0.595 -0.751 0.000 -0.037 -0,174
1.26 -0.512 -0.628 -0.755 -0.008 -0.057 -0.183
1.28 -0.543 -0.604 -0.685 -0.005 -0.069 -0.192
1.30 -0.524 -0.594 -0.617 -0.038 -0.069 -0.190
1.32 -0.535 -0.564 -0.518 -0.017 -0.092 -0.169
1.34 -0.485 -0.528 -0.437 -0.059 -0.070 -0.170
1.36 -0.474 -0.490 -0.356 -0.034 -0.082 -0.142
1.38 -0.439 -0.433 -0.292 -0.052 -0.073 -0.120
1.40 -0.417 -0.389 -0.253 -0.047 -0.080 -0.115
1.50 -0.267 -0.233 -0.126 -0.049 -0.064 -0,067
1.60 -0.202 -0.150 -0.092 -0.041 -0.062 -0.046
1.70 -0.134 -0.114 -0.092 -0.043 -0.043 -0.026
1.80 -0.091 -0.094 -0.095 -0.028 -0.039 -0.024
1.90 -0.091 -0.087 -0.108 -0.026 -0.026 -0.016
2.00 -0.072 -0.077 -0.114 -0.018 -0.020 -0.013
2.10 -0.051 -0.064 -0.101 -0.001 -0.010 -0.018
2.20 -0.046 -0.068 -0.077 -0.020 -0.013 -0.021
2.30 -0.027 -0.048 -0.027 -0.006 -0.006 -0,023
2.40 -0.038 -0.033 -0.007 0.001 -0.008 -0.020






0.100 0.300 0.500 0.100 0.300 0.5C
0.90 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0,92 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.94 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.96 0.006 -0.001 -0.001 -0.005 0.001 0.001
0.96 -0.002 -0.001 -0.003 0.002 0.001 0.003
1.00 -0.002 -0.005 -0.008 0.001 0.005 0.006
1.02 -0.002 -0.009 -0.017 0.002 0.006 0.012
1.04 -0.011 -0.013 -0.024 0.008 0.008 0.011
1.06 -0.015 -0.017 -0.028 0.007 0.004 0.004
1.08 -0.011 -0.013 -0.014 -0.002 -0.009 -0.020
1.10 0.002 0.006 0.025 -0.023 -0.035 -0.076
1.12 0.029 0.044 0.103 -0.062 -0.083 -0.175
1.14 0.076 0.114 0.221 -0.100 -0.154 -0.307
1.16 0.144 -0.022 0.401 -0.170 -0.628 -0.491
1.18 0.221 0.330 0.628 -0.214 -0.332 -0.677
1.20 0.322 0,471 0.864 -0.254 -0.402 -0.799
1.22 0.397 0.603 1.132 -0.243 -0.393 -0.785
1.24 0.475 0.687 1.259 -0.122 -0.220 -0.4i6
1.26 0.485 0.673 1.212 0.090 0.137 0.286
1.28 0.432 0.606 1.053 0.314 0.431 0.712
1.30 0.376 0.531 0.868 0.419 0.539 0.825
1.32 0.310 0.432 0.671 0.429 0.562 0.788
1.34 0.266 0.351 0.527 0.406 0.514 0.667
1.36 0.174 0.250 0.383 0.389 0.468 0.550
1.38 0.145 0.194 0.272 . 0.321 0.373 0.421
1.40 0.088 0.138 0.181 0.263 0.314 0.345
1.50 0.003 0.029 0.015 0.089 0.070 0.017
1.60 0.003 0.024 0.019 0.051 0.010 0.003
1.70 0.018 0.013 -0.010 0.020 0.027 -0.006
1.80 0.009 0.003 -0.026 0.023 0.006 0.015
1.90 -0.014 -0.004 -0.033 0.007 0.014 0.023
2.00 -0.009 -0.011 -0.024 -0.009 0.007 0.028
2.10 0.007 -0.009 0.018 -0.001 0.002 -0.009
2.20 -0.010 -0.002 0.048 0.007 -0.003 -0.032
2.30 0.001 0.008 0.048 0.000 0.006 -0.004
2.40 -0.002 0.007 -0.003 0.017 0.004 0.005
2.50 0.008 -0.005 -0.046 -0.011 0.005 0.017
-238-
Tabla G.2
Algunoa coaflclentes siaulados para la dlatteica cuadrupolar con 
L / d a 0.60 y p** a 0,4263 a varies cuadrupolot.
gooo gaoo
R* 0.496 1.487 1,983 0,496 1,487 1,983
0.90 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.92 0.001 0.000 0.000 -0,001 0.000 0.000
0.94 0.004 0.000 0.000 -0,005 0.000 0.000
0.96 0.018 0.001 0.001 -0.020 -0.001 -0.001
0.98 0.043 0.007 0.003 -0.047 -0.008 -0.003
1.00 0.092 0.013 0,009 -0.096 -0.014 -0.009
1.02 0.157 0.038 0.023 -0.159 -0.037 -0.022
1.04 0.241 0.074 0.048 -0.234 -0.068 -0.043
1.06 0.341 0.142 0.094 -0.316 -0.124 -0.080
1.08 0.451 0.223 0.171 -0.399 -0.180 -0.134
1.10 0.552 0.344 0.272 -0.461 -0.257 -0.197
1.12 0.681 0.468 0.389 -0.540 -0.320 -0.255
1.14 0.803 0.633 0.572 -0.590 -0.388 -0.333
1.16 0.936 0.846 0.753 -0.628 -0.462 -0.390
1.18 1.078 1.019 1.005 -0.648 -0.487 -0.434
1.20 1.221 1.259 1.296 -0.651 -0.496 -0.448
1.22 1.348 1.473 1.558 -0.619 -0.460 -0.395
1.24 1.504 1.778 1.886 -0.567 -0.397 -0.308
1.26 1.634 2.027 2.176 -0.478 -0.264 -0.163
1.28 1.734 2.130 2.311 -0.398 -0.166 -0.059
1.30 1.813 2.165 2.297 -0.333 -0,103 -0,005
1.32 1.806 2,138 2.239 -0.250 -0,048 0,050
1.34 1.822 2.070 2.152 -0.184 -0.005 0.063
1.36 1.789 1.980 2.016 -0.114 0,027 0.073
1.38 1.751 1.887 1.906 -0.056 0.070 0.100
1.40 1.725 1.790 1.792 0.010 0.093 0.098
1.50 1.445 1.378 1.315 0.226 0.143 0.095
1.60 1.166 1.082 1.056 0.260 0.113 0.080
1.70 0.960 0.903 0.888 0.162 0.073 0.049
1.80 0.825 0.817 0.809 0.093 0.036 0.023
1.90 0.778 0.779 0.776 0.033 0.010 0.009
2.00 0.779 0.782 0.762 -0.014 -0,014 -0.019
2.10 0.820 0,837 0.824 -0,053 -0,041 -0.020
2.20 0.927 0.920 0,923 -0.073 -0,040 -0.035
2.30 1.018 1,003 1,008 -0,071 -0,044 -0.032
2.40 1.061 1.083 1,090 -0,044 -0,023 -0,011





0.496 1.487 1.983 0.496 1,487 1.983
0.90 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.92 0.001 0.000 0.000 0.001 0.000 0.000
0.94 0.005 0.000 0.000 0.004 0.000 0.000
0.96 0.022 0.001 0.001 0.019 0.001 0.001
0.96 0.050 0.008 0.004 0.043 0.007 0.003
1.00 0.100 0.014 0.010 0.082 0.011 0.007
1.02 0.161 0.036 0.021 0.125 0.025 0.015
1.04 0.228 0.063 0.038 0.164 0.040 0.023
1.06 0.292 0.107 0.067 0.192 0.059 0.033
1.08 0.350 0.142 0.102 0.209 0.069 0.037
1.10 0.376 0.180 0.131 0.198 0.061 0.026
1.12 0.408 0.192 0.138 0.193 0.022 -0.005
1.14 0.390 0.174 0.125 0.149 -0.029 -0.058
1.16 0.341 0.122 0.068 0.096 -0.089 -0.109
1.18 0.252 0.016 -0.072 0.036 -0.135 -0.183
1.20 0.130 -0.191 -0.319 -0.013 -0.171 -0.217
1.22 -0.052 -0,464 -0.677 -0.018 -0.145 -0.156
1.24 -0.291 -0.869 -1.168 -0.003 -0.040 0.019
1.26 -0.567 -1.373 -1.741 0.077 0.206 0.316
1.28 -0.775 -1.616 -2.013 0.136 0,344 0.493
1.30 -0.892 -1.675 -2.006 0.136 0,367 0.493
1.32 -0.954 -1.633 -1.934 0.128 0.329 0.446
1.34 -0.974 -1.541 -1.751 0.096 0.275 0.364
1.36 -0.932 -1.388 -1.529 0.043 0.207 0.264
1.38 -0.889 -1.259 -1.387 - 0.011 0.137 0.223
1.40 -0.822 -1.108 -1.189 -0.029 0.090 0.142
1.50 -0.318 -0.483 -0.488 -0.081 -0.034 -0.034
1.60 0.000 -0.163 -0.193 0.002 -0.038 -0.055
1.70 0.022 -0.042 -0.084 -0.008 -0.025 -0.038
1.80 0.043 0.004 -0.004 -0.015 -0.019 -0.042
1.90 0.044 0.023 0.014 -0.016 -0.019 -0.033
2.00 0.040 0.008 0.004 -0.003 -0,008 -0.030
2.10 0.025 -0.023 -0.033 0.000 -0.003 -0.003
2.20 0.001 -0.064 -0.088 -0.002 0.002 0.008
2.30 -0.042 -0.105 -0.128 0.004 0.006 0.010
2.40 -0.050 -0.104 -0.115 -0.005 -0.001 0.001




R- 0.496 1.487 1.983 0,496 1,487 1.983
0.90 0.000 0.000 0,000 0.000 0.000 0.000
0.92 0.000 0.000 0.000 -0.002 0.000 0.000
0.94 0.000 0.000 0.000 -0,007 -0.001 0.000
0.96 0.000 0.000 0.000 -0.030 -0.002 -0.001
0.98 -0.001 0.000 0.000 -0.061 -0.009 -0.005
1.00 -0.006 -0,001 -0.001 -0.084 -0.014 -0.009
1.02 -0.017 -0,007 -0.004 -0.092 -0.018 -0.015
1.04 -0.037 -0,017 -0.013 -0.089 -0.022 -0.014
1.06 -0.067 -0,039 -0.029 -0.069 -0.030 -0.015
1.08 -0.099 -0.076 -0,064 -0.074 -0.012 -0.007
1.10 -0.133 -0.131 -0,112 -0,083 -0,006 0.003
1.12 -0.168 -0.194 -0,169 -0.077 0,010 0.000
1.14 -0.212 -0.272 -0,259 -0,045 0.003 -0.014
1.16 -0,255 -0.361 -0,339 -0.053 -0.006 -0.033
1,18 -0,299 -0,431 -0.451 -0.056 -0,013 -0,039
1.20 -0.339 -0.503 -0.566 -0.034 -0,060 -0.033
1,22 -0.353 -0.564 -0.627 -0.053 -0.048 -0.078
1,24 -0.363 -0.632 -0.692 -0.068 -0,063 -0.104
1.26 -0.372 -0.638 -0.702 -0.056 -0,083 -0.120
1.28 -0.346 -0,610 -0.689 -0.061 -0,083 -0.120
1,30 -0.339 -0.577 -0.639 -0.056 -0.084 -0.118
1.32 -0,303 -0.520 -0.577 -0.052 -0,094 -0.140
1,34 -0.258 -0.462 -0.519 -0.048 -0.096 -0.130
1.36 -0.225 -0.410 -0.453 -0.028 -0.094 -0.123
1.38 -0.184 -0.367 -0.393 - -0.039 -0.095 -0.121
1.40 -0.157 -0.305 -0.345 -0.024 -0.081 -0.097
l.SO -0.044 -0.148 -0.183 -0.027 -0.069 -0.079
1.60 -0.005 -0,090 -0.120 -0.012 -0.033 -0.056
1.70 0.007 -0,077 -0,093 -0.026 -0.038 -0.028
1.80 -0.007 -0.061 -0.095 -0.009 -0.022 -0.031
1.90 -0.007 -0.067 -0.090 -0.010 -0.015 -0.024
2.00 -0.009 -0,067 -0.078 -0.005 -0.013 -0.016
2.10 -0.016 -0,057 -0.072 -0.004 -0.002 -0.010
2.20 -0,021 -0.033 -0.064 -0.008 -0.008 0.000
2,30 -0,022 -0,022 -0,031 0,006 0,002 0.003
2.40 -0,009 -0,003 -0,022 0,002 0,000 -0.008




g4SO g 4 4 0
Q“‘
0.496 1.487 1.983 0.496 1.487 1.983
0.90 0.000 0.000 0.000 0.001 0.000 0.000
0.92 -0.001 0.000 0.000 0.001 0.000 0.000
0.94 -0.006 0.000 0.000 0.006 0.000 0.000
0.96 -0.021 -0.001 -0.001 0.020 0.001 0.001
0.98 -0.047 -0.007 -0.003 0.043 0.007 0.003
1.00 -0.086 -0.012 -0.008 0.075 0.010 0.006
1.02 -0.127 -0.025 -0.014 0.103 0.018 0.010
1.04 -0.162 -0.037 -0.020 0.118 0.021 0.011
1.06 -0.178 -0.060 -0.026 0.110 0.021 0.007
1.08 -0.178 -0.039 -0.021 0.081 -0.006 -0.011
1.10 -0.144 -0.012 0.007 0.020 -0.049 -0.053
1.12 -0.109 0.041 0.063 -0.042 -0.113 -0.119
1.14 -0.023 0.139 0.163 -0.147 -0.223 -0.228
1.16 0.086 0.273 0.281 -0.265 -0.360 -0.346
1.18 0.210 0.395 0.462 -0.368 -0.449 -0.487
1.20 0.331 0.571 0.666 -0.439 -0.550 -0.596
1.22 0.434 0.701 0.817 -0.452 -0.522 -0.547
1.24 0.524 0.813 0.921 -0.372 -0.343 -0.289
1.26 0.545 0.822 0.922 -0.150 0.068 0.192
1.28 0.526 0.740 0.804 0.051 0.385 0.591
1.30 0.482 0.638 0.684 0.195 0.517 0.684
1.32 0.410 0.520 0.558 0.276 0.554 0.694
1.34 0.332 0.418 0.431 0.312 0.523 0.638
1.36 0.231 0.299 0.325 0.316 0.461 0.511
1.38 0.146 0.205 0.230 - 0.317 0.407 0.443
1.40 0.043 0.122 0.163 0.298 0.312 0.338
1.50 -0.147 -0.044 0.002 -0.041 0.028 0.042
1.60 0.004 -0.001 0.018 -0.005 0.023 -0.010
1.70 0.003 -0.013 -0.004 0.000 0.004 -0.002
1.80 0.004 -0.026 -0.015 -0.006 0.015 0.003
1.90 -0.004 -0.012 -0.029 -0.005 -0.001 0.011
2.00 -0.006 -0.023 -0.023 -0.004 0.017 0.011
2,10 -0.007 -0,011 -0.003 0.005 0.005 0.005
2.20 0.011 0.018 0.020 -0.024 -0.008 -0.011
2.30 0.021 0.027 0,034 -0.008 0.001 -0.006
2,40 0.003 0,021 0,007 0.018 0.006 -0.003
2,50 -0,006 -0,012 -0,013 -0,005 0.020 -0.006
